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MENSAJE DE LOS AUTORES

El libro se ha realizado en homenaje a los 43 estudiantes mexicanos desaparecidos
de forma injusta por el gobierno, en Ayotzinapa, en el estado de Guerrero, del pais
México, de ahi que la portada tenga un 43; en seguida del nimero citado aparece
un y mas, porque son muchos mas los caidos, los oprimidos, los marginados por el
sistema. Una portada de negro en alusion a un luto, un luto que el pueblo mexicano
vive hoy en dia por tantos asesinatos injustos e impunes. Los nombres de nosotros
los autores aparecen tefiidos de rojo, en efecto, por la sangre derramada de un
pueblo que exige justicia y dignidad. Va por aquellos que estan luchando por un
mundo mejor. Dejamos en claro que toda clase de autoritarismo es reprobatoria.

En todos los rincones del planeta, de distintas formas, pero todos unidos,
conscientes y organizados seguiremos resistiendo.

Le decimos no al terrorismo de Estado en México, ni en ningun pais.

América Latina es s6lo una, y aun el mundo entero lo es.

ESTE ES EL PRERELEASE DEL LIBRO, PROXIMAMENTE COLOCAREMOS
PARA SU LIBRE DESCARGA EL LIBRO COMPLETO.
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1 VIGA CON CARGA PUNTUAL APLICADA AL
CENTRO DEL CLARO
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Estructura real (ER)

(a)
Figura 1

SOLUCION
Verificacion del grado de indeterminacion

En primer lugar debe determinarse el grado de indeterminacion de la estructura real (ER), figura
1-a, para saber cuéntas restricciones hiperestaticas eliminar; ese mismo nimero nos indicard la
cantidad de ecuaciones simultaneas a plantear mas adelante para la resolucién del problema. Con
base en el diagrama de cargas, figura 1-b, hay r = 6 incognitas de reaccion, las cuales son R,y, Ry,
M,, Rgx,Rgy Y Mg (cabe mencionar que cuando se identifican las reacciones en los soportes, el
sentido de cada una de ellas debe ser supuesto arbitrariamente al desconocerse la magnitud
correspondiente), asi mismo, no se tiene alguna condicién impuesta por la construccioén (articulacién
o roétula, conector cortante, etc.), es decir, ¢ =0 . Por otra parte, existen n = 3 ecuaciones de
equilibrio en el plano, queson ¥ M =0, > FX =0, > FY = 0.

P

Ryx C?IA R Rpx
M, j L

/2 L/

RAY RBY
(b)

A partir de la ecuacion +— Y FX = 0, dado que la viga no esta sometida a cargas horizontales, se
obtiene directamente que R,x Y Rgx son nulas. Por consiguiente, ahora Unicamente se tienen r = 4
fuerzas reactivas y n = 2 ecuaciones de la Estatica. En consecuencia, la viga es estaticamente
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indeterminada o hiperestatica de segundo grado ya que r > (n + ¢), puesto que 4 > (2 + 0) con una
diferencia de 4 — 2 = 2.

Eleccion de las reacciones redundantes o fuerzas correctivas

Como la viga es estaticamente indeterminada en grado dos, hay dos redundantes, lo cual significa
que existe tal cantidad de fuerzas en exceso de las fuerzas primarias o son sobrantes o
superabundantes de las necesarias para mantener el equilibrio estatico. Las redundantes deben
seleccionarse de tal modo que al suprimirlas de la viga, esta sea isostéatica y estable. Por lo tanto,
para el tipo de vigas doblemente empotradas se cuenta con dos alternativas: 1) eliminar los
momentos reactivos 0 2) retirar un momento y una reaccién vertical con un punto de aplicacion
coincidente.

Basandose en la opcion 2, se opta porque R,y Yy M, sean las redundantes, pero tome en cuenta que
de la misma opcidn, las fuerzas correctivas pueden ser Rgy Y Mg, 0 bien, de la opcién 1, se pudo
haber considerado como fuerzas sobrantes a M, y M. Cuando ya se tiene un buen dominio del
método de secciones, es mas facil visualizar la alternativa mayormente conveniente para hacer
menos tedioso el analisis.

Planteamiento de la estructura primaria

Con lo anterior, es posible idealizar una nueva estructura denominada estructura primaria o isostatica
fundamental (EP); como se dej6 entrever previamente, se trata de convertir la viga hiperestéatica en
una isostatica y estable desapareciendo precisamente las redundantes seleccionadas. Siendo asi,
la capacidad de la viga para resistir Ry, Y M, se elimina si se quita el empotramiento en A. Esta
estructura liberada forzosamente debe soportar las carga reales, figura 1-c.

o

L/2 L/

Estructura primaria (EP) = M

(©)

Principio de superposicion

Aqui se esquematiza claramente que la estructura estaticamente indeterminada puede ser igual a la
suma de una serie de estructuras estaticamente determinadas compuesta por la estructura primaria
y otro nimero de estructuras igual a la cantidad de redundantes (ERd;). Por lo tanto, la estructura
real es igual a la adicién de la estructura liberada sometida a: A) las cargas reales, figura 1-c, y B) la
accion individual de cada una de las reacciones redundantes (con un sentido propuesto de forma
indistinta), figuras 1-d y 1-e. Para este ejercicio se tiene
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ER = EP + ERd, + ERd,

A
A Bk
L/2 L/2

RAY

Estructura liberada con fuerza redundante R,y aplicada (ERd,)

(d)

M, R
CA 2 Bk

L/2 L/

Estructura liberada con momento redundante M, aplicado (ERd,)

(e)

Contrariamente a la viga de la figura 1-a, las vigas representadas en las figuras 1-c, 1-d y 1l-e
experimentan de forma respectiva un desplazamiento vertical o deflexion en 4 (6,,4) y una pendiente
o rotacion en A (6,) dado que no hay soporte alguno en ese nodo que los impida.

Suponga que tales deflexiones y pendientes son iguales a una cierta cantidad. Entonces, para la
viga EP se tiene que Oy,,, =d; Y 04, =d,. A su vez, para la viga ERd,; tenemos que

6VAER,11 =Ruy(fir) ¥ HAERdI = R4y (f21). De forma analoga, en la viga ERd,, 6VAERd2 = M,(f12) Y
QAEMZ = M,(f,,). Posteriormente se ofrecera una explicaciéon de la razén por la cual se empled la
nomenclatura citada.

Planteamiento de las ecuaciones de compatibilidad geométrica

Para obtener ecuaciones adicionales que coadyuven a la solucién del problema hacemos uso del
principio de superposicion formulado en el apartado precedente y tomamos en cuenta la
compatibilidad del desplazamiento vertical y la pendiente en el empotramiento A; por lo tanto, las
ecuaciones de compatibilidad para la deflexién en A y la rotacion en A son, respectivamente

Svagr = Ovage + Ovagpy, T Ovagra, —— — €Y
Oagr = Oagp + HAERdl + QAERdZ ---@

Si en la viga ER tanto el desplazamiento vertical como la rotacién en A no existen debido a que la
reaccion vertical y el momento reactivo del soporte en A los impiden, entonces 6y, = 04, = 0.
Efectuando las sustituciones correspondientes en las ecuaciones (1) y (2), el

pasa a ser el siguiente:

3
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0=d; + fi1Ray + fioMy — — — (3)

0=d; + fo1Ray + fooMy — — — 4

Cada desplazamiento del punto de aplicacién de la accién redundante R; o M; en la direccién de
esta, producido al actuar la carga original sobre la estructura liberada es expresado por d;. Estos en
conjunto se denominan incompatibilidades geométricas porque en la estructura real no ocurren.

Los coeficientes de flexibilidad f;; anteriores conforman la matriz de flexibilidad de la estructura y
pueden calcularse sencillamente si en la estructura liberada aplicamos una carga unitaria
correspondiente a cada fuerza redundante (ECu;), figuras 1-fy 1-g.

R Rpy =0
7 B& m—
X
/2

L/2 L Ms =L

Rpy =1

Estructura liberada con fuerza vertical unitaria aplicada en A (ECu,) = m,

®
, R Rpy =0
1 5 —
x
L/2 L)2 Mp =1
Rpy =0

Estructura liberada con momento unitario aplicado en A (ECu,) = m,

(@

Entonces, directamente de la viga ECu, tenemos que la deflexién y la rotacién en A son equivalentes
de forma respectiva a un determinado valor de 6VAECu1 =fi1Y QAECul = f5,. Asi mismo, para la viga

ECu,, 6VAECu2 =fi2 ¥ ‘9,4,5(;u2 = f22-

Célculo de las incompatibilidades geométricas y de los coeficientes de flexibilidad

En resumen, para poder resolver el sistema simultaneo de ecuaciones (3) y (4), el cual nos permite
calcular las redundantes, en las vigas visualizadas en las figuras 1-c, 1-f y 1-g es necesario conocer
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cuanto valen el desplazamiento vertical en A dado que R,y (fuerza reactiva vertical en el
empotramiento del punto A) fue suprimida y la pendiente en A debido a que M, (momento reactivo
en el empotramiento del punto A) fue eliminado.

Los desplazamientos requeridos pueden obtenerse con cualquiera de los métodos apropiados del
analisis estructural; en la presente obra se empleara el método del principio del trabajo virtual (es
lo mas recomendable) y se consideraran Unicamente las deformaciones debidas a la flexion. En
términos generales, este principio indica que debe incorporarse una carga ficticia unitaria sobre la
viga descargada en el punto y en la direccion donde se requiere conocer el desplazamiento. Si debe
determinarse la pendiente, se coloca un momento de par virtual unitario en el punto.

Para asociar a los momentos internos (se obtendran a partir del método de secciones) con las
estructuras, le hemos denominado M a la viga primaria, m,; a la viga liberada con fuerza vertical
unitaria aplicada en A y m, a la viga liberada con momento unitario aplicado en A. Es importante
recordar que las coordenadas x a emplear y las direcciones positivas de los momentos internos entre
las tres estructuras recién mencionadas deben ser iguales. En las figuras 1-c, 1-f y 1-g se puede
observar que usaremos Unicamente la coordenada x para determinar la energia de deformacién,
cuyo origen se asocia en A, es positiva hacia la derecha y es valida para 0 < x < L, pero el lector
puede usar otra(s) coordenada(as) distinta(s) que sea(n) correctas(s) para cubrir la longitud de la
viga. Con base en el principio del trabajo virtual, se tiene

L2 Mm, Lz Mm,
dl :6VAEP ZJ; EI dx___(l) d2 :9AEP sz EI dx___(II)
1 1
L2mym, f2mym,
fi1 =5VAECu1 =J1-, £l dx ——— () f21 =9AECu1 =fL £l dx ——— (V)
1 1
f2m,m, L2m,m,
fiz = 5VAECu2 = j de -—=W f22 = QAECuZ = J de -—=WD
Lq Ly

Note que para determinar d, se requiere de la combinacién apropiada de los momentos internos M
y m,; algo andlogo ocurre con las expresiones restantes. En todas las vigas de este libro, EI es
constante.

A continuacion se calculan las reacciones y los momentos internos en las vigas isostaticas de las
figuras 1-c, 1-fy 1-g.

Considere que la funcién del momento flector sera discontinua en los puntos donde el tipo o la
magnitud de la carga distribuida cambia, o bien donde se apliquen fuerzas concentradas. La carga
distribuida, asi como la fuerza concentrada, o una de sus componentes, actian perpendicularmente
al eje longitudinal de la viga. Ademas de lo anterior, habra discontinuidad en cada punto donde se
aplique algin momento de par.

Viga EP, figura 1-c.

Al aplicar las ecuaciones de equilibrio en una secuencia y emplear los resultados calculados
previamente, se obtiene

+—>ZFX:O=>:. Rpx =0
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+TZFY=0=>—P+RBY=0=>.-.RBY=p]

L PL
E MB=O=>—P(§)+MB=O::.MB=7
Se formulan los . Las funciones de momento seran discontinuas en el punto

de aplicacién de la carga P, asi que se requiere de efectuar dos cortes perpendiculares al eje
longitudinal de la viga para definir M a lo largo de la estructura, figuras 1-h y 1-i.

D L
- M, 0<xs<l/,

X EZ Mcorte =0
M

(h) 1=0
P
l Ly<x<1
> +ZMcorte=0
A M, >
L/2 x—L/2 L PL
—MZ—P<x——) =0>M,=—Px+—
2 2
X
0]

Viga ECu,, figura 1-f.

Las fuerzas reactivas en el apoyo empotrado B son resultado de

+—>ZFX=0$~'- RBX=0

+TZFY=O=>~'-RBY=0
E MB=0=>—1+MB=0:.-.MB=1>

Se deduce el . Como no hay discontinuidad de carga, la viga se secciona
ortogonalmente a su eje en una sola ocasion, figura 1-j.
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0<x<L
E Mcorte =0

M+ (D) =0=>M, =x

)

Viga ECu,, figura 1-g.

Las reacciones en el empotramiento B equivalen a

+_>ZFX=0$"'RBX=O
+TZFY=O=>1—RBY=0=>:.RBY=1

EZMB=0=>1(L)—MB=O::.MB=L

Se infiere el a partir de la figura 1-k.

(k)

Obsérvese que la coordenada x seleccionada conlleva a que no haya necesidad de determinar las
reacciones con el fin de encontrar los momentos internos.

Enseguida se presenta el céalculo de las

d, = % fo L/Z(O)(x)dx + fL :2 (—px + PZ—L) ()dx

—1fL(P2+PL )d
“El )y T x)ax
2

11 P PL 1* 1[ P N3\ PL L2 1 7PL® 3PL3 5P[3
=—[——x3+—x2] N L3—(—) v Lz-(-) el el -
EIl 3 4" Iy, EI| 3 2 4 2 El 24 16 48E]

4 1
2Tl

fo L/Z(O)(—l)dx + fL jz (—Px + %) (—1)dxl

7
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1 L(P 1>L>d_11>2 pPL 1 _1PL2 (L>2 PL(L L)
TE YT 2) Y TE R T2, TE|2 2 2\ 72

1<3PL2 PLZ) PL?

8 4 ) BEI

Ahora se muestra el célculo de los

L

_1J‘L ) )d—lfLZd—1[13]—L3
fin =gy ), @dx =g | xTdx =gt =g

L (M ocndr =L [ xa
Zl_ﬁfo(x)(_)x__ﬁ xex = [2 ] T 2EI

L

_1fL1 PN 3 1[12]L_ 12
2= gp) CDWdx = -5 ) xdx= =g p| = og

Obsérvese que como una consecuencia del teorema de Maxwell de los desplazamientos reciprocos,
se cumple que f;, = f>;. De forma mas generalizada, se tiene que f;; = fj;, lo cual hace que mientras
mas grande sea el grado de hiperestaticidad, mas se evita el calculo de varios coeficientes de
flexibilidad.

1 (L 1 L 1
fo2 = EJ(; (- (—Ddx = Efo dx = E[x]lé =El

Célculo de las redundantes

Al sustituir los coeficientes en el sistema simultaneo de ecuaciones (3) y (4), se tiene

5PL3 L3R LZM “o c
“asEl T3E R T Ma = ®)
PL? L2R LM 0 .
gl 2E1 " T Ma=0-—-(®

Despejando M, de las expresiones (4) y (5) respectivamente, resulta

SPL* L*
AQEFT ~ RET RMAy
M, = ABEI 551 o
T 2FT

PIZ | |2
+ 5= Ray
M, = —BEI LZEI ——@®

ET

Igualando (7) con (8) y simplificando da
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SPLE_ L, o _PL L2,
48E] _ 3ET"Y _ "BEI " 2E1"A" _ p —E:-R _P
12 - L AT T T
T 2EI EI

Si se reemplaza el resultado previamente obtenido en (7), entonces

M PL M PL
= — . = —
A7 8 A7 8

La magnitud positiva obtenida tanto para R,, como M, indicé que tales redundantes tienen el mismo
sentido que el propuesto para su correspondiente carga unitaria. En caso de haber resultado
negativas, simplemente el sentido es opuesto al observado en la figuras 1-d y 1-e.

Ecuaciones de equilibrio

Como las reacciones redundantes ya han sido calculadas, los valores de las reacciones
desconocidas faltantes pueden deducirse aplicando las ecuaciones de equilibrio, figura 1-I.

P P
+TZFY:0:E_P+RBYZO:-'-RBYZEI

MA=0 PL PL PL Mg =0=~M —PL
N Ma=0= =T+ P(5) 5@ My =02 My =

o

L/2 L/2

o
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2 VIGA CON CARGA DISTRIBUIDA UNIFORME

Estructura real (ER)

(a)
Figura 2

SOLUCION
Verificacion del grado de indeterminacion

Como en toda viga doblemente empotrada que no soporta carga axial, pero soporta carga que es
perpendicular a su eje longitudinal, para la viga de la figura 2-a en automatico se infiere que las
reacciones horizontales de los empotramientos A y B son nulas, en consecuencia, la estructura es
estaticamente indeterminada en grado dos.

Eleccion de las reacciones redundantes

Si se seleccionan como fuerzas redundantes las mismas que en la viga resuelta anteriormente, es
decir, R,y ¥ M,, €l problema se reducira notablemente ya que muchos célculos se repetirian, tales
como los momentos internos m, y m,, y los coeficientes de flexibilidad fi4, f21, fi2 Y f22-

Planteamiento de la estructura primaria

Se suprime el empotramiento A de la viga real con la finalidad de eliminar las redundantes R,, y M,.
La viga liberada que soporta las cargas reales se muestra en la figura 2-b.

w

(b)

10
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Principio de superposiciéon y sistema de ecuaciones de ecuaciones de compatibilidad
geomeétrica

Como se vio en la viga 1, conviene que cuando la viga liberada se somete a la accién individual de
cada una de las reacciones redundantes, estas Ultimas sean unitarias. El principio de superposicion
aplicado a la viga real se observa esquematicamente en la figura 2-c.

M
w
my
_ , N
ER = A B + A B
X X
L 1(de Ray) L
t 4 C 1(de My) B &
X
L
(c)

Planteamiento de las ecuaciones de compatibilidad geométrica
El sistema resultante es como el sistema de ecuaciones (3) y (4) de la viga 1.
0=d; + fiiRay + fioMy — — — (1)

0=d; + fo1Ray + fooMy — — — (2

Célculo de las incompatibilidades geométricas y de los coeficientes de flexibilidad

Estos coeficientes se obtienen directamente aplicando las ecuaciones I hasta VI del ejercicio
precedente. Para ello, se determinan en primera instancia los momentos internos de las vigas de la
figura 2-c. Como el origen de la coordenada x se eligié en A, el conocimiento de los valores de las
reacciones en el empotramiento B se vuelve innecesario para este fin.

Se deduce el momento interno M con base en la viga primaria. La distribucion de la carga actuante
no presenta discontinuidad, asi que sélo serd necesario efectuar un corte perpendicular al eje de la
viga para definir M a lo largo de la estructura. Por consiguiente, se secciona la viga en un punto
arbitrario (intermedio en el segmento A — B) a una distancia x del punto A.

En la figura 2-d se proporciona un diagrama de cuerpo libre del segmento de viga con longitud x.
Para la carga distribuida se ha determinado: a) la carga concentrada equivalente, es decir, la
magnitud de la fuerza resultante de la carga, que es igual al area bajo la curva de carga (en este
caso, por ser carga uniforme es el area del rectangulo) y b) el centroide de dicha area a través del

11
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cual pasa la linea de accién de la resultante, o sea, se halla el punto de aplicacién de la resultante
(para una carga uniforme distribuida se tiene que se ubica a la mitad de la longitud sobre la cual se

extiende).

W(x)
|
w 1 0<x<L
i
| B Mcorte =0
-~ Yv v M, i
2 —M—W(x)(f)=0:>M=—Wx
x/ 1 2 1 2
x
(d)

Luego, se retoman los momentos internos m, y m, de las figuras 1-j y 1-k.
m = M =x 0<sx=<L
m, = M =-1 0<x<L

Se calculan las incompatibilidades geométricas.

p _JLZMmld 1t wx? (0)dx = wiL*
=) TEr TR, 2 )T TRl

1

d_fLZMmzd_l Wty WL
2= ) TEr Y TE, 7 ) D=

1

Evidentemente, los coeficientes de flexibilidad son los mismos que se tienen en la viga 1.

fin= L, El T BE far = L, El T T2E

L? fLZ mam; L
fiz=fa = 2F] fa2 = L El x_EI
Célculo de las redundantes

Al reemplazar los resultados obtenidos en las ecuaciones (1) y (2), se obtiene

WL4+L3R LZM =0 3)
8EI  3EI' A 2E1 4T

w3 L2R LM 0 .

6El  2p1 Jar Y g Ma= ™

12
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Al resolver el sistema simultaneo de ecuaciones (3) y (2), se llega a

WL W2

Rar = M=z

Ecuaciones de equilibrio

Por lo tanto, a partir del diagrama de cargas de la figura 2-e, resulta

WL
|
w |
i
|
5 |
M WL y_ .V * vy _V y M
= B
4T 12 4 B
L/2
WL / R
Ry = 7 L BY
(e)
WL WL
+TZFY:O:T_WL+RBY:O$:.RBY:T

h Z ma=o0s-"Y wi (L) WLy +My=0oem WL2>
= = — - - — = =0 =
12 2 2 B B™ 12

Finalmente, la viga queda como la que se ve en la figura 2-f.

w
y WL vy Vv L A / p M. = wL?
A= 12 A B B 12
WL WL
R = - R = —
AY 2 L BY 2
()

13
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3 VIGA CON CARGA TRIANGULAR

LT

Estructura real (ER)
(@)
Figura 3

SOLUCION

Principio de Superposicion

Puesto que la carga axial es insignificante, la viga de la figura 3-a es hiperestatica de grado dos. La
reaccion vertical y el momento reactivo, ambos del extremo 4, se consideraran como redundantes.
Entonces, la capacidad de la viga para soportar R,y Yy M, se anula si se elimina el empotramiento A.
La figura 3-b muestra como la viga real es igual a la suma de una serie de vigas mas simples.

my

14



LIBRO EN SOLIDARIDAD A LOS 43 ESTUDIANTES DESPARECIDOS EN AYOTZINAPA, MEXICO

Ecuaciones de compatibilidad
Con referencia al nodo A de la figura 3-b, se requiere
0=dy + firRay + froMy — — — (1)

0=d; + fo1Ray + f2oMy — — — (2)

Se secciona la viga primaria para obtener el momento interno M. En la figura 3-c se muestra un
diagrama de cargas de la seccion cortada. En la figura 3-d, se proporciona un esquema para
determinar por triangulos semejantes el valor en funciéon de x de la intensidad W".

A corte B
X L—x
L
(d)
W_w o Wi W
—_— = = == S
I L-x L L

Se nota que del corte se origina una carga trapezoidal. Esta se divide en una distribucién uniforme y
una triangular para mayor facilidad. En la figura 3-c se indican las fuerzas resultantes A, y 4,; (areas

15
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bajo el rectangulo y el triangulo), las cuales vienen aplicadas en el centroide de sus respectivas
areas. Recuerde que para un area triangular, el centroide se ubica a las dos terceras partes de la
base, y tal distancia se mide desde el punto del “pico”.

El equilibrio estatico del cuerpo libre implica que

B Mcorte =0

Ex - (x W—Kx 1x =0:M=WX3—WX2
G)-@W-7x)x)=0=m

(x) (W - (W - %x))

_M —
! 2 3 L7)\2 6L 2
( J A
Y I
All
Por otra parte, de los ejercicios previos, se sabe que

m = M =x 0<sx=<L
m, = M =-1 0<x<L

Se calculan los desplazamientos y giros requeridos. Para las incompatibilidades geométricas
tenemos

1wt
120E1

d1:

fLZMmld 1 L(Wx3 Wx?
L

I xzﬁo - )(x)dxz—

6L 2

1

wiL?
8El

ZMmZ 1 l/l/x Wx
j
L

= Zdx=— - —Ddx =
el T E), 6L 2>()x

1

Los coeficientes de flexibilidad son

L3 L? L?

3E] f21=—m f1z=—ﬁ f22 =

fi1 = E

Reemplazando los valores previos en las ecuaciones (1) y (2), y resolviendo, da

1MwWI* I3 . 12 e 0 .
~ 12081 T3pi R T Ma=0-- - @
wiz L Ry + L M, =0 (2)

8EI 2EI A "EITAT
. 7WLI y WLZC
20 4720
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Ecuaciones de equilibrio

Si se aplican las ecuaciones de la estatica en el diagrama de cargas de la figura 3-e, se obtiene la
viga final, figura 3-f.

TWL WL 3WL
1) FY =02 58— =24 Ry = 020 Ry = 50

+ZMA—O=> WL2+WL<L) 3WL(L)+M 0. M —WL2>
B 20 2 \3 20 B )

(e)
w

_wi? Jy v ¥ N wi?
Ty 7 AN o =30

TWL SWL

Ry = 0 L oy = ——

20
)
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4 VIGA CON CARGA TRIANGULAR SIMETRICA

CLibiiren

ﬂA B
%

S/

L/2 L/2

Estructura real (ER)

(a)
Figura 4

SOLUCION

Principio de Superposicion

A simple vista, la viga de la figura 4-a es estaticamente indeterminada de segundo grado. Se siguen
tomando como redundantes a R, Y M,. Note como para remover tales fuerzas sobrantes, se requiere
de retirar el empotramiento A. En la figura 4-b se muestra el principio de superposicién para esta
viga.

[l L Ten . .
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LIBRO EN SOLIDARIDAD A LOS 43 ESTUDIANTES DESPARECIDOS EN AYOTZINAPA, MEXICO

Ecuaciones de compatibilidad

Con referencia al punto A de la figura 4-b, se requiere
0=d; + fisRay + fr2Ma — —— (1)
0=d; + fo1Ray + fooMy — —— (2)

Como siempre, los momentos internos M se obtienen a partir de la viga liberada con cargas reales.
Dado que la distribucién de la carga que actlda a lo largo de esta viga presenta una discontinuidad
(en la mitad del claro A — B), deben efectuarse dos cortes perpendiculares al eje de la viga.

Corte en el primer tramo. Se secciona la viga a una distancia x de A en un punto arbitrario antes de
L/2, es decir, antes de que la intensidad de la carga con variacion lineal alcance el valor de W. El
diagrama de cuerpo libre de la seccion cortada se visualiza en la figura 4-c.

0o<x<l/

Note que la intensidad de la carga de triangulo rectangulo se encuentra en proporcion, es decir,

wo_w W
T %" =7T*
2

W) ) Wi
e CRTEE
K_Y_J
X A,

(©)

Corte en el tramo segundo tramo. Se secciona la viga a una distancia x de A en un punto arbitrario

justo después de L/2. En la figura 4-d se observa el diagrama de cargas para este segmento de viga
con longitud x.

Lyy<x<i

Con base en la figura 4-e, empleando conceptos béasicos de trigonometria, se deduce el punto de
intensidad W’ de carga.

w WL -%)
=AW =——=2

NS
=

L
2
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(e)

2W
(x i)(W (2w T")) 2 D\ oo s WL WP
- 2 (5)(’“‘5)‘ 2= 0= My =gpam =W+ 5=y
\
¥
AIII

Luego, los momentos internos de las vigas liberadas que soportan una unidad de las reacciones
redundantes son, respectivamente

m = M, =x 0<x<L
m,= M =-1 0<x<L
Entonces,
0o sz Mmy 1 'fL/z (_ Wx3) e + JL <Kx3 e WLZ) (x)dx] _uwe
L, EI El /o 3L L/, 3L 2 12 192E1

d_fLZMmzd _1fL/2 Wx3(1)d +fL W e WL WLZ(l)d _TWLR
2=, * TR, 3L ) et T TN T *| T 961
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En consecuencia, el sistema de ecuaciones de flexibilidades es

11WL4+ 13 12 V=0 @
192E1 ' 3EI %Y 2EI 4~
TWL3 L2 N L M =0 @
96EI 2EI Y "EI 4~
Por lo tanto,
WL 5W 12
RAY:TI My =55 C

Ecuaciones de equilibrio

Finalmente, a partir de la figura 4-f, se tienen las siguientes reacciones en el empotramiento B, figura

4-g.
1R =0= 5 Qon () (o)« na -0k =

)ZMAzo

Qo RBER Qi 36)- w0 - 5D

2

] 1
@ M= Cj“ BEDMF

Ry =—
Ar L/2 L/2
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5 VIGA CON CARGA TRAPEZOIDAL

Estructura real (ER)

(a)
Figura 5

SOLUCION

Principio de Superposicion

Por inspeccion, la viga de la figura 5-a es hiperestatica de grado dos. Se considera que R,y Yy M, son
las fuerzas reactivas redundantes, de tal modo que se podran determinar directamente con el método
de flexibilidades. La remocion de las fuerzas superabundantes implica eliminar el empotramiento A.
En la figura 5-b se observa la aplicacién del principio de superposicion.

/1
M
Q\\\
\\
W,
my
_ \ A 4 Yy V VY +
ER = A B A
X X
L 1(deRAY) L

(b)
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Ecuaciones de compatibilidad
Con referencia al punto A de la figura 5-b, se requiere

0=d; + fisRay + fr2Ma — —— (1)

0=d,+ fo1Ray + fouMy — — — (2)

Se puede notar que la viga isostatica fundamental soporta una carga cuya intensidad varia
linealmente desde W, en el punto A hasta W, en el punto B. Entonces, una sola region se distingue
en esta estructura. EIl momento interno M se infiere de tomar momentos alrededor del punto del corte
en el cuerpo libre de la figura 5-c. No obstante, previo a la aplicacion de la ecuacién de equilibrio
citada, debe calcularse el punto de intensidad W’ de carga en funcién de x, figura 5-d.

0<x<L

W, - W,
W,
- A corte B
X L—x
L
(d)
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Wl_WZ_ Y
L L-x
W, = Wy)(L — x) w, Wi
Y— L —Wl_Wz‘l'Tx_Tx
, w, Wy W, |24
W=W2+Y=W2+W1—W2+—x——X=W1+—x——x
L L L L
BZMcortezo
[ _ W, W 1
w, W, /1 G (Wa = (W + P22 = Thx) 2
=My = () (W + e =) (%) - 2 (5%)=0
\ J | |
|
\ J
4, !
Ay

_Wix® Wox® W1x2+sz3 Wix®  Wix® Wpx® Wix?
2L 2L 2 3L 3L 6L 6L 2

M,

Los momentos internos de las otras dos vigas isostaticas son
m = M =x 0<x<L
m,= M =-1 0<x<L

Se necesita de los siguientes desplazamientos y pendientes

L2 Mm, 1 (X (Wix® Wox® W,x? 11w LY W,L*
d1=f —x=—f - - (x)dx = — e
.. EI El), \ 6L 6L 2 120EI  30EI
L2 Mm, 1 (b/wx® Wox® Wyx? w3 W,I3
d, = f dx = — - - (—Ddx = +
L. EI El )}, 6L 6L 2 8EI  24EI
L3 L2 L
f11=m f21=f12=_m f22=ﬁ
Al reemplazar los resultados en las ecuaciones (1) y (2), se tiene
11w, L* N W,L*\ I3 R 12 M= 0 @)
120EI " 30EI1) " 3EI" " 2EI *~
Wl” + WL L + iy =0 4
8EI ' 24El) 2EI"* "EI 4T )
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Al resolver el sistema el sistema simultaneo de ecuaciones previo, se obtiene

R (7W1L+3W2L)] . - W, L2 +W2L2 C
A=\ 20 20 47\ 20 30

Ecuaciones de equilibrio

Se dibuja un diagrama de cargas colocando las redundantes calculadas, figura 5-e. Si en él se
aplican las ecuaciones de la estatica, se obtienen las reacciones faltantes, figura 5-f.

+ z FY=0= <7W1L S ) LYWy — [(L)(Wl Wol 4 Ry = 0 5. Ryy = (%+ 7W2L>]

\ J 2 20 20

1 AZ

==~ ) o 3 (L)), 2 -
W2 W,I2
"'MB:< 30 T 20 ):

2L/3

(e)

WL w,L?
M, = +
20 30

WL 3W,L
R,y = + Rpy
20 20

W,

w,L* W,L? 2
® M, =|—+— R/ = WL N
20 30 A Bk 5 30
L
o <7W1L+3W2L) 3W,L  TW,L
AY 20 20 RBY_( 20 20
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6 VIGA CON CARGA PARABOLICA

w Paréabola

v v

Z i\
L/2 L/2

Estructura real (ER)

(a)
Figura 6

SOLUCION

Principio de Superposicion

Para la viga de la figura 6-a, los tres grados de libertad en A estan restringidos, no obstante, la
eliminacién del soporte izquierdo conllevaria a que el desplazamiento vertical y la pendiente, ambos
del punto A, no se encuentren restringidos. La figura 6-b muestra como la viga real es igual a la
adicion de una serie de vigas mas sencillas.

M w Parabola

ER="7 Bk A
x x
L/2 1(de Ray) L
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Ecuaciones de compatibilidad

Si tomamos en cuenta la compatibilidad del desplazamiento vertical y la pendiente en el
empotramiento A, figura 6-b, se tiene

0=d; + fiRay + fioMy — — — (1)
0=d; + fo1Ray + f2oMy — — — (2)
Se analiza la viga primaria.

Inicialmente se efectlia un analisis de la carga cuya intensidad es descrita por una curva en forma
de parabola. La ecuacion que define la intensidad parabdlica puede expresarse de la siguiente forma:

y=ax?+bx+c———()

Si se toma como origen el punto 4, los tres puntos conocidos de la curva son

L
Den x=0,y=0 2)enx=§,y=W enx=Ly=0

Es posible construir un sistema de ecuaciones reemplazando cada uno de los puntos anteriores de
manera individual en la ecuacion (I) con la finalidad de calcular las constantes a,b y c.

0=a(0)?+b(0)+c=20a+0b+c=0— — -1
w=at) +b(D+ctaribrc-w-—-@
= — - = — — = —_——
a2 2 Cc 4a 2 c
0=al)’+b(L)+c=>LPa+Llb+c=0——-03)

Se resuelve el sistema simultaneo de ecuaciones (1) hasta (3) con el Método de Cramer. Cada
determinante de orden 3x3 se determina empleando la regla de Sarrus.

0 01 |0 O
2 L 2 L L3 L} L3
=[— = — Z=(0+0+—|-(0+0+=)=——
4 2 |4 2 ( 4) ( 2 4
2 L 1 |2 L
0 01 |0 0
L L
Aa =W 3 1 |w E=(O+O+WL)—(O+O+O)=WL
0 L 1 |0 L

12 L?
Ab=([— w 1 |Z wl=(0+0+0)—(0+0+L*W) =-L*W
» 0o 1 |L*2 0
000 |0 O
? L L? L
Ac=|=- = — Z{=0+04+0-(0+0+0)=0
2 W 173 ( )= ¢ )
» L 0 |L* L
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da WL W , M _—rw W _be_ 0 o
CATIETTP A B L ThT BT
2 z z

En consecuencia, al sustituir estos valores en la expresion (I), se tiene que la ecuacion que define
la intensidad parabdlica de la carga es

w w
y= —4L—2x + 4Tx

Como no hay discontinuidad de carga a lo largo de la estructura primaria, solo se efectuara un corte
perpendicular al eje longitudinal de la viga, entonces, no importa si tal seccionamiento se hace antes
o después de que la presién alcanza el valor de W'.

A continuacion, en la figura 6-c se proporciona un diagrama de cargas del segmento de viga con
longitud x. Antes de efectuar el equilibrio estatico en el cuerpo libre para deducir la funcién del
momento M, se determina la carga concentrada equivalente A; de la porcién izquierda de la presion
parabdlica y su punto de aplicacion ;.

w w
y=—4ﬁx +4Tx

(©)

La fuerza resultante de la carga distribuida seccionada es
L2 oW w W, wo(*
I fd f ydx J(;( sz + x)dx szox dx + Lfoxdx
4 3]" 2]" 4w 4w 2W
y su ubicacion es

w
fdi f xydx foxx(—4px +4Tx)dx

X = =
w w
JdA le ydx fox (—4ﬁx2 +4-x)dx

Como el denominador ya fue resuelto, se atiende al numerador.

L
Jx(—4ﬁx +4—x dx——4—J 3dx+4-—J
0
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wx*17"  wix3]" —-aw aw w aw
- 4 —|— —|—l = 4 _ n4 _3_3=__4 _ .3
4L2[4L+4L 3] A2 [x O]+3L[x 0°] Xt
w aw
L X = —p*tar e la derecha de A
SXp = AW W ala aerecna ae
RO R A

Tomando momentos alrededor del punto del corte, se obtiene

B Mcorte =0

W ., AW .
” aw 2w ZX t3rx ooy W W,
M (_3?’( +Tx) T Taw BT R Y)
317 L
Ademas,
m = M, =x 0<x<L
m,= M =-1 0<x<L

Por consiguiente,

1 bW 2W TW LA
51| G 5 e =~

“=gr) GE* 90EI
L2 L(W , 2w 3>( RO 2
2= e ), 32" T3t * = 10E1

13 12 L

f11:ﬁ f21:f12:_m fzzzﬁ

De tal modo que el sistema simultaneo de ecuaciones (1) y (2) se convierte en

WL L3R L2M 0 3
~o0Er T3Er e o= 07— ()
w3 12 R +LM —o @

10EI 2EI *Y "EI 4~

Entonces, las fuerzas correctivas son

r WL M_WL2
AT 3 47 15

Ecuaciones de equilibrio

Estas se aplican al diagrama de cargas de la figura 6-d. La carga concentrada equivalente de la
carga distribuida con intensidad parabdlica es
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La carga concentrada equivalente de la carga distribuida con intensidad parabdlica es

A fL( 4o 4l )d 2w
= — x? —Xx|dx =<
A 12 L 3

y su linea de accién se ubica en

L W, W wi?
) :fox( 417X +4Tx)dx: = =1L
i W, W 2 2
fy(-4zx?+4Tx)dx WL
p _2WL
1_I 3
WI Parébola
_we? J
4 N
%, =1L1/2 L/2
AY:? Rpy
(d)
Asi que,
2 WL
MA=0 —+2WL<L) Wi L)+ M 0 M —WLZ
— = — —_—— = = =
15 ' 3 2 3 () + My B™ 15

En la figura 6-e se muestran las reacciones en los empotramientos A y B de la viga hiperestatica.

w Parabola
WLZ ! " = wL?
B k F7 15
L/2 WL
Ry = — Rpy = T

()
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