"LA CIENCIA Y EL ARTE DE LA DINAMICA
ESTRUCTURAL"

Pensemos en un vehiculo de transportacidén que se despla
za sobre sus rieles, en una plataforma de perforacidén localizada
en algin océano, en un edificio moviéndose debido al efecto de un
sismo; ¢(tienen algo en comin estos ejemplos? Podemos contestar a
esta pregunta diciendo que todos ellos son estructuras que estan
sujetas a "CARGAS DINAMICAS".

La importancia de la seguridad, comportamiento y confia
bilidad de estructuras como las anteriores crea la necesidad'de a
nadlisis y pruebas extensas para determinar su respuesta bajo car-

gas dinémicas.

1.1 DINAMICA ESTRUCTURAL.

Aungque la mayoria de las estructuras en Ingenierfa Ci--
vil pueden ser disefiadas apropiadamente considerando que las car-

gas fueran estaticas, existen algunas excepciones importantes, Yy
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es imperativo que el disefiador sea capaz de distinguir entre car-
gas estdticas y dinédmicas.

El interés en el disefio estructural para cargas dinémi-
cas ha ido incrementéndose con el tiempo. Esto es en parte debi-

dowa los avances tecnolégicos, los cuales han hecho posible dise-

‘filos mas exactos. Es también debido al hecho de que estan inten--

tdndose estructuras cada vez mas atrevidas (méds altas, mas lige--

ras, etc.), y éstas son més susceptibles a efectos dindmicos ya -

que generalmente son méds flexibles. Ejemplos de situaciones en -

las cuales la carga dindmica debe considerarse, incluyen:

(1) Estructuras sujetas a fuerzas alternantes causadas por maqui-
naria oscilante.

(2) Estructuras que soportan cargas méviles tales como puentes.

(3) Estructuras sujetas a fuerzas aplicadas sibitamente tales co-
mo réfagas de viento.

(4) Casos donde los apoyos de la estructura se mueven, como un e-
dificio durante un sismo.

Los principios béasicos del anélisis estructural son véa-
lidos también para el caso de carga dinédmica. Se cumplen las mis
mas relaciones entre deflexidén y esfuerzo que en condiciones esté
ticas.

El andlisis dinamico consiste primeramente en la deter-
minacién de la variacién en el tiempo de las deflexiones, de las
cuales los esfuerzos pueden ser calculados directamente, tomando
en cuenta las propiedades de la estructura tales como su masa y -

rigidez.

1.2 PROBLEMA ESTATICO Y PROBLEMA DINAMICO.

Un problema estructural dinédmico difiere del problema -
estético correspondiente en dos importantes aspectos. El primero
es la variacidén en el tiempo de la magnitud, direccidén o punto de
aplicacién de la carga o excitacién. De mayor importancia, sin -
embargo, es el papel que juega la aceleracién en un problema de -
dindmica estructural.

La Fig. 1.1la muestra una viga en cantiliver bajo carga
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FUERZA ™I
DE INERCIA -
DISTRIBUIDA A

FIG., 1.1 CANTILIVER BAJO (a) CARGA ESTATICA, (b) CARGA DINAMICA

estdtica. La deflexién y los esfuerzos internos dependen directa-
meﬁte de la carga P. Por el contrario, la Fig. 1.1b muestra una -
viga en cantiliver similar, sujeta a una carga variante P(t). La
aceleracién de la viga da lugar a una fuerza de inercia distrpibui-
da. Si esta fuerza inercial contribuye significativamente a las -
deflexiones y esfuerzos internos en la estructura, entonces es ne-

cesario un andlisis dindmico.

1.3 CARGA DINAMICA.

Hasta este punto podemos afirmar que Dinédmica significa
variacién en el tiempo. Definamos entonces CARGA DINAMICA como a-
quella carga cuya magnitud, direccién o punto de aplicacién varia
con el tiempo y asi las deflexiones y esfuerzos resultantes de es-
ta variacidn constituyen la RESPUESTA DINAMICA.

De hecho, no hay cargas estructurales (con la posible --
excepcién de carga muerta) que sean realmente estadticas, ya que -
ellas deben ser aplicadas a la estructura de alguna manera, y ésto
envuelve una variacién en el tiempo de la fuerza. Es obvio, sin
embargo, que si la magnitud de la fuerza varia en forma lo sufi~--
cientemente lenta, no tendrd efectos dinédmicos y pordréd ser trata-
da como si fuera estédtica. El1 término "SUFICIENTEMENTE LENTA" no
estd definido, y aparentemente la cuestién de si una carga es o no
dindmica es un tanto cuanto relativo. El perfodo natural de la es
tructura es el parédmetro significativo, y si la carga varia lenta-

mente en relacidn a su periodo puede ser considerada estéatica.



El1 PERIODO NATURAL, definido en forma simplista, es el
tiempo requerido por la estructura para llevar a cabo un ciclo de
vibracién libre, es decir, la vibracién después de que la fuerza

que causa el movimiento ha sido removida o ha dejado de variar.

1.4 CLASIFICACION DE LAS CARGAS DINAMICAS.

Existen dos caminos bdsicamente distintos para evaluar
la respuesta estructural a cargas dindmicas: deterministico Y no
deterministico. La eleccién del método a usar en un caso dado de
pende de cémo esté definida la carga.

Si la variacién en el tiempo de la carga es completamen
te conocida, atn cuando ésta sea altamente oscilatoria o de carac
ter irregular, nos referiremos a ella como una CARGA DINAMICA ---
PRESCRITA; y el andlisis de la respuesta de cualquier sistema es-
tructural especifico para una carga dinamica prescrita se define
como un Anéalisis Determinista. Por otro lado, si la variacidn en
el tiempo no es enteramente conocida pero puede ser definida en -
sentido estadistico, la carga es llamada CARGA DINAMICA ALEATORIA;
de la misma forma, un andlisis no Determinista correspondera al a
nédlisis de la respuesta del sistema a cargas dinédmicas aleatorias.
En adelante haremos un especial énfasis en los métodos de anali--
sis deterministas y por consiguiente en cargas dindmicas prescri-
tas

Casi cualquier tipo de sistema estructural puede estar
sujeto a una forma u otra de carga dinédmica durante su vida. Des
de un punto de vista analitico, es conveniente dividir las cargas
prescritas o deterministicas en dos categorias béasicas: Periddi--
cas y No Periddicas. Algunas formas tipicas de cargas prescritas
Yy ejemplos de situaciones en las cuales dichas cargas pudieran --
presentarse se ilustran en la Fig. 1.2 .

Las Figs. 1.2a y 1.2b, representan cargas periddicas re
petitivas que exhiben sucesivamente la misma variacién en el tiem
po durante un gran nimero de ciclos. La carga peridédica mas sim-
ple es la variacién senoidal de la Fig. 1.2a, conocida como ARMO-

NICA SIMPLE; dicha carga es caracteristica de los efectos del des
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NO PERIODICAS
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CARGA PRODUCIDA POR UNA EX-
PLOSION
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FIG. 1.2 CARACTERISTICAS Y FUENTES DE CARGAS DINAMICAS TIPICAS:
(a) ARMONICA SIMPLE, (b) COMPLEJA, (c) IMPULSIVA, (d)

LARGA DURACION.

balanceo en maquinaria rotatoria. Otras formas de carga periddi-

ca, como aquéllas causadas por presiones hidrodindmicas generadas

por un propulsor en la popa de un barco,

son mds complejas. Sin



e

embargo, por medio de un andlisis (Fourier), cualquier carga pe--
ribédica puede ser repfesentada como la suma de una serie de compo
nentes armdénicas simples; asi, en pricipio, el andlisis de la res
puesta a cualquier carga periddica sigue un mismo procedimiento -
genefalizado. '

Las cargas no peridédicas pueden ser, o cargas IMPULSI--
VAS de corta duracién o formas de cargas generales dé larga dura-
cién; Una explosién es una fuente tipica de carga impulsiva; pa-
ra dichas cargas de corta duracidn, pueden emplearse formas de a-
ndlisis simplificadas. Por otra parte, una carga de larga dura--
cidén tal como la que podria resultar de un sismo puede ser trata-
da solo por medio de procedimientos de andlisis dindmico completa
mente generales.

I3

1.5 ETAPAS FUNDAMENTALES DE UN PROBLEMA DE DINAMICA ESTRUCTURAL.

La Fig. 1.3 ilustra los pasos tipicos que se siguen en
una investigacidén dinédmica. En este diagrama se distinguen tres
etapas principales: DISENO, ANALISIS Y EXPERIMENTACION. Sin em--
bargo, es frecuente que solo se necesite uno o dos de estos pasos;
por ejemplo, un Ingeniero Civil puede ser solicitado para ejecu--
tar un andlisis dindmico de una presa existente y confirmar el a-
nadlisis llevando a cabo pruebas de la presa. El resultado de es-
te andlisis y experimentacién puede conducirnos al criterio para
determinar la profundidad médxima de agua que garantice la seguri-
dad del sistema contra fallas debidas a temblores de intensidad -
especificada.

Quizas el paso de més demanda en cualquier andlisis di-

namico sea la creacidén de un modelo matemdtico de la estructura.-

Este proceso esta representado por las secciones 2a y 2b de la --
Fig. 1.3. Para el paso 2a debemos idear un modelo idealizado del
sistema estructural en estudio, un modelo esencialmente parecido

al sistema real (el cual puede ya existir o sélo aparecer en pla-
nos) pero mds f&cil de analizar. Este MODELO ANALITICO consiste

de:

(1) Un conjunto de suposiciones simplificantes para reducir el --
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Fig. 1,3 DIAGRAMA DE PASOS EN UNA INVESTIGACION DINAMICA

sistema real al modelo analitico.

(2) Un juego de planos o dibujos que describan el modelo analiti-

co, ¥y

(3) Un listado de los parémetros de disefio (medidas, materiales,

etc.).

A fin de crear un modelo analitico Gtil debemos enten--



der claramente el uso intencionado del mismo, ésto es, los tipos
de comportamiento del sistema real que el modelo se supone repre-
senta fielmente. La complejidad del modelo analitico estéd deter-
minada por los tipos de comportamiento que debe representar.

» Una vez que ha sido creado el modelo analitico de la es
“tructura que se estudia, pueden entonces aplicarse ;as leyes fisi
cas para obtener las ecuaciones diferenciales del movimiento que
describan, en lenguaje matemédtico, el modelo analitico. El con--
junto de ecuaciones diferenciales del movimiento méds sus corres--
pondientes condiciones iniciales y/o de frontera, es llamado MODE
LO MATEMATICO de la estructura. Para obtenerlo se usan los méto-
dos estudiados en dinamica, como la Ley de Newton, y en la mecéni-
ca de cuerpos deformables, como relaciones fuerza-desplazamiento;
y combindndolos se llega a las ecuaciones que describen el COMPOR
TAMIENTO DINAMICO de una estructura deformable.

Para los propdsitos de este trabajo, cabe aclarar que -
nos circunscribiremos al andlisis para un problema dinadmico den-
tro del cual se usaran los modelos tradicionales elédstico-linea--
les, algunos modelos elAdtico-no lineales sencillos y elasto-plés+
ticos, haciendo énfasis en el establecimiento del modelo mateméti

co y del comportamiento dinémico.



“MODELOS MATEMATICOS DE LOS SISTEMAS"

No siempre es posible obtener soluciones matematicas -
rigurosas para problemas de Ingenieria. Debido a ello, en el ca
so de problemas complejos propios de materiales no elasticos car
gados y en condiciones limites, la Ingenieria introduce suposi--
ciones e idealizaciones con el fin de que el problema sea matemd
ticamente manejable y obtener soluciones satisfactorias desde el
punto de vista de seguridad y economia. El enlace entre el sis-

tema fisico real y las soluciones esta dado por el MODELO MATEMA
TICO.

2.1 GRADOS DE LIBERTAD.

Al numero de coordenadas independientes necesarias pa-
ra especificar la configuracidén o posicién de un sistema para --
cualquier tiempo a que se haga referencia, se le denomina NUMERO
DE GRADOS DE LIBERTAD, siendo cada coordenada independiente un -
GRADO DE LIBERTAD.
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Este nGmero de Grados de Libertad puede reducirse se--
leccionando el Modelo Matemdtico adecuado. Algunos ejemplos de
estructuras las cuales pueden representarse para un Anédlisis Di-
nédmico como estruqturas de un solo grado de libertad, se mues---

tran en la Fig. 2.1 .

F(t)

S
F(t) p(t)
4@%7 'Mﬁ”
7 y '
(a)

(b) (c) .

FIG. 2.1 . ESTRUCTURAS DE UN SOLO GRADO DE LIBERTAD.

Estas estructuras son de un solo grado de libertad por
que basta con conocer la coordenada independiente Y para especi-
ficar la posicidén del sistema para cualquier tiempo t .

La Fig. 2.2 muestra, por el contrario, estructuras con

varios grados de libertad.

S

(a) ?xz (c)

[
Fl(tl*“_: L;cm“"_’(’r y y y

| 1 3
(planta_r—{;;— | rim ,Lz rjw"a
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FIG. 2.2 ESTRUCYURAS CON VARIOS GRADOS DE LIBERTAD.



La estructura de la Fig. 2.2a es de tres grados de li-
bertad debido a que se necesitan conocer Xl, X2 y X3 para defi--
nir la posicién de la misma para cualquier tiempo. La posicién
de la estructura mostrada en la Fig. 2.2b quedard definida para
cuaiquier tiempo, conociendo las coordenadas X e Y; entonces de-
cimos que tiene dos grados de libertad. De la misma forma pode-
mos decir que la estructura de la Fig. 2.2c es de tres grados de
libertad.

Ahora bien, si la estructura de la Fig. 2.2a fuera de
varios pisos, el nimero de grados de libertad se obtendrd multi-
plicando el nimero de pisos por tres; es decir, tres grados de -

libertad por cada uno de los niveles.

2.2 LEY DEL MOVIMIENTO DE NEWTON.

Para definir el movimiento de un cuerpo o estructura,
es decir, predecir el desplazamiento o velocidad de la masa "m"
para cualquier tiempo t, se utiliza la SEGUNDA LEY DEL MOVIMIEN-
TO DE NEWTON la cual se expresa como:

F=ma (2.1)

donde F es la fuerza actuante en una particula o cuerpo rigido -
de masa constante m y a es la aceleracién resultante.

La aceleracidén se define como la segunda derivada del

desplazamiento con respecto al tiempo, es decir,

‘a = % = d%x (2.2)

2.3 DIAGRAMA DE CUERPO LIBRE.

Para obtener la solucidn de los problemas de dinémica
en forma sistemdtica y organizada, se aconseja diﬁujar primero -
el DTAGRAMA DE CUERPO LIBRE del sistema antes de formular la des
cripciédn matemdtica del mismo.

El diagrama de cuerpo libre, es un croquis del cuerpo
aislado, en el que se muestran las fuerzas externas que actian -
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sobre é1.
Para el sistema mostrado en la Fig. 2.3a el diagrama -

de cuerpo libre de la masa estéd representado por la Fig. 2.3b.

(a) (b)

7 (L }/__——»X 7 NT l

#

FIG. 2.3 DIAGRAMA DE CUERPO LIBRE.

El peso W y la reaccién N de la superficie soportapte
que también son mostrados en la Fig. 2.3b no entrarédn dentro de
la ecuacién de movimiento escrita para la direccidén x, ya que ac
tian en sentido vertical. Haciendo suma de fuerzas en la direc-
cién horizontal en el diagrama de cuerpo libre de la Fig. 2.3b y

aplicando la Segunda Ley de Newton, se obtiene

F(t) - kx = mX (2.3)

2.4 PRINCIPIO DE D'ALEMBERT.

Este principio puede usarse en forma alternativa a 13
Segunda Ley de Newton, para obtener la ecuacién de movimiento. -
Establece que: "un sistema puede estar en estado de equilibrio -
dindmico, adicionando a las fuerzas externas las fuerzas de iner
cia". Las fuerzas de inercia son iguales al producto de la masa
por la aceleracidén ma y de sentido contrario al de la acelera---

ciébn.

e e ® o b ep(y)

FIG. 2.4 DIAGRAMA DE CUERPO LIBRE.



Para el diagrama de cuerpo libre de la Fig. 2.4, apli-
cando el Principio D'Alembert, la ecuacién del movimiento queda

expresada como,
F(t) - kx - m¥ = 0 (2.4)

_ Si comparamos las ecs. (2.3) y (2.4) podemos observar
que son exactamente iguales, lo cual nos indica que para obtener
la ecuacidén diferencial del movimiento pueden aplicarse indistig

tamente la Segunda Ley de Newton o el Principio de D'Alembert.

2.5 DETERMINACION DEL MODELO MATEMATICO DE UN SISTEMA DE UN GRA-
DO DE LIBERTAD.

Para obtener el modelo matemdtico de un marco plang de
un nivel y una crujia, como el mostrado en la Fig.2.5a, se consi
deran las siguientes hipétesis con el objeto de simplificar el a
nélisis:

- Las trabes son infinitamente rigidas comparadas con

las columnas.

-~ La masa de las columnas es despreciable en compara--

cidén con las de trabes y losas.

- Los muros no soportan cargas.

- A nivel de la trabe se aplica una fuerza que varia -

con el tiempo.

Aplicando la Segunda Ley de Newton al diagrama de cuer

po libre de la Fig. 2.5d se obtiene,

F(t) - 12EI x - 12EI x = m¥

h3 e
m¥ + 24EI x = F(t) (2.5)
h3
Definamos
k = 24E1 (2.6)
3
h

Sustituyendo la ec. (2.6) en la ec. (2.5) se obtiene la ecuacidn



FIG. 2.5 SISTEMA DE UN GRADO DE LIBERTAD

diferencial de movimiento para sistemas de un solo grado de 1li--
bertad,
m¥ + kx = F(t) (2.7)

"Si a la ec. (2.7) agregamos las condiciones iniciales
de desplazamiento y velocidad:

x(t=0)
%x(t=0)

X
o]

*o

se obtiene el MODELO MATEMATICO PARA SISTEMAS DE UN SOLO GRADO -
DE LIBERTAD y al resolverlo se obtienen los desplazamientos del
marco para cualquier tiempo t, con los cuales a su vez, pueden -
determinarse los cortantes, momentos flexionantes y las reaccio-

nes para cualquier tiempo.



2.6 DETERMINACION DEL MODELO MATEMATICO DE UN SISTEMA DE DOS GRA
DOS DE LIBERTAD.

Ejemplificaremos este caso considerando la variacién -
en ql tiempo de los desplazamientos horizontales de las trabes -
de uh marco plano de dos niveles y una crujia como el mostrado -
en la Fig. 2.6a; tomando en cuenta las mismas hipbtesis simplifi

catorias usadas en el punto anterior.

lﬂl n
et e B § A e e ——
12(€1)
h -
&), 3} — L0y
3
[ — hl —_—
2
Pt Z A Eft) n
‘——H“Ib :——
2
3
61, €D, hy
777777 T X
X "a

L
(a) (b) : (c)
FIG. 2.6 SISTEMA DE DOS GRADOS DE LIBERTAD

Si aplicamos la Segunda Ley de Newton a los diagramas
de cuerpo libre de las trabes, Fig. 2.6c, resultan obvios los si

guientes desarrollos:

(masa 1) Fl(t) - 24(EI)1 (xl—xz) = m_ ¥

171
n (2.8)
(masa 2) Fz(t) + 24(E1)1 (xl—xz) - 24(EI)2 X, = my¥,
hf hg
Definamos
k, = 24(51)1 y k, = 24(EI)2 (2.9)
by hy

y sustituyendo las ecs. (2.9) en las ecs. (2.8), se obtienen las



ecuaciones diferenciales del movimiento para sistemas de dos gra

dos de libertad,

m

moX

*1

+ kl(xl-x

o) = F (%)

5 = kl(xl_xz) + kyx, = F2<t)

(2.10)

Si a las ecuaciones anteriores agregamos las condicio-

nes iniciales:

x(t=0)
x(t=0)

X
o

X
o

se obtiene el MODELO MATEMATICO DE SISTEMAS DE DOS GRADOS DE LI~

BERTAD.

Resulta interesante determinar para qué rango de valo-

res de las rigideces a la flexidén de columna a trabe puede consi

derarase que ésta Ultima es infinitamente rigida,

ya que ésto --

nos permitird un ahorro considerable de célculo numérico al de--

terminar la
en sistemas
nal de este

de un .marco

rigidez de la estructura.

Esto se hace més notorio

de varios grados de libertad, y para tal.fin, al fi-

capitulo haremos un andlisis detallado para el caso

plano de un nivel y una crujia.

2.7 MODELO MASA-RESORTE.

Este modelo estd formado por una masa m y un resorte -

de rigidez

k como se muestra en la Fig. 2.7

—"F(t) kx ¢ "

" F(t)

La fuerza del resorte es igual al producto de su

(b)
FIG. 2.7 MfDELO WASA-RESORTE
1

. L.

rigidez

k por

su elongacién x y de sentido contrario al desplazamiento x de la



masa m.

Si aplicamos la Segunda Ley de Newton al diagrama de -

cuerpo libre de la masa, Fig. 2.7b,

-kx + F(t) = m¥%

m¥ + kx = F(t) (2.11)

Ahora, consideremos el modelo masa-resorte formado por

dos masas y dos resortes tal como se muestra en la Fig. 2.8

F (8

e KN =0 N e/

b= %)

(b)
FIG. 2.8 MODELO MASA-RESORTE

(2 G. L.)

De igual manera, del diagrama de cuerpo libre para m1 y om, tene-
mos,

m ¥, + k. (x.-x,) = F_(t)

1 1 1
1 ! 2 (2.12)

myX, - kl(xl-xz) + kyx, = Fz(t)

Comparando las ecs. (2.7) y (2.11) y las ecs. (2.10) y
(2.12) podemos observar que son exactamente iguales. De aqui po

demos concluir que un marco plano con trabes infinitamente rigi-
das puede representarse por un modelo masa-resorte (una o mas ma
sas y resortes).

La adopcidén de los modelos masa-resorte, Figs., 2.7 y -
2.8, supone que cada elemento del sistema representa una propie-
dad particular de la estructura, es decir, la masa representz la
propiedad de inercia mientras que el resorte representa la elas-
ticidad. Los elementos'puros" no existen en la realidad, por 1lo
que los modelos masa-resorte son s6lo idealizaciones de las es--

tructuras reales,pero proporcionan conocimientos completos y e--
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xactos del comportamiento de la estructura real.
Como un ejemplo determinaremos el modelo

2.9

masa~resorte

y el modelo matemético para la viga de la Fig.

F&t) CONFIGURACION HORL
ZONTAL NO DEFORMA-
l"";L] DA DE LA VIGA.
I ] e = L ey
A El=cte. ,@7 m !
# * # i
L/2 (a) L/2 (b)
F(t) P

DIAGRAMA DE CUERPO [:::]

LIBRE DE LA MASA
lugmg

F=U

(c)

DIAGRAMA DE CUER
PO LIBRE DE LA -
VIGA

P/2 P/2

(d)

FIG. 2-9 VIGA SIMPLEMENTE APOYADA

Partiendo de que el desplazamiento méximo para una viga simplemen

te apoyada esté dado por

i z=pPL> asi P = 48 ET Z = kzZ
4BEI L3
de donde
k = 48E1
.3

del diagrama de cuerpo libre se obtiene la ecuacién diferencial

del movimiento:

mZ + kZ = F(t) + mg

Z(t=0) = ZO (2.13)
Z(t=0) = ZO
que representa el modelo matematico para la viga y el modelo ma-

sa resorte se ilustra en la Fig. 2.10



n L F(t)+mg

Z LA
2 Z
FIG. 2.10 MODELO MASA-RESORTE PARA UNA VIGA SIMPLEMENTE APOYADA

2.8 DESPLAZAMIENTO RELATIVO RESPECTO A LA POSICION DE EQUILIBRIO
ESTATICO.

Continuando con la viga simplemente apoyada del ejemplo
anterior, al colocar sobre ésta el bloque de masa m, sin 1a'ac———
cidén de la fuerza externa F(t), el desplazamiento méximo serd i--

gual a

A esta posicién de la viga, debida solo al peso del bloque mg, se
le denomina POSICION DE EQUILIBRIO ESTATICLO lo cual se ilustra en
la figura 2.11 .

FIG. 2.11 POSICION DE EQUILIBRIO ESTATICO

Al actuar la fuerza externa F(t), el desplazamiento se
incrementard una cantidad w, por lo tanto el desplazamiento total

Z sera igual a
Z = u + w

Despejando w, y derivando la ecuacidén resultante tenemos



£
L}
N
I
=4

w =2 - mgL3
48E1

W=z

W=Z

Sustituyendo estos valores en la ecuacién (2.13):

mW + k(mgL3 + w) = F(t) + mg
48E1
" 3
miw + k mgL” + kw = F(t) + mg
48E1

mé + k mg + kw = F(t) + mg
k

mw + kw = F(t) (2.14)
w(0) = w

w(0) = w

La ecuacidén (2.14) es el modelo matemdtico para el modelo mostrado

en la figura 2.12.

FIG. 2.12 MODELO MASA-RESORTE

De aqud se concluye que al estudiar la variacién en el
tiempo de los desplazamientos a partir de la posicidén de equili--
brio estdtico, es equivalente a suponer que el sistema se estd mo

viendo en un lugar donde la gravedad es nula.

2.9 RESORTES EN SERIE O EN PARALELO.

Hay sistemas que constan de dos o mAs resortes coloca--
dos en serie o en paralelo; debido a ello, es necesario determi--

nar la constante equivalente del resorte ke.



(a) (b)
FIG. 2.13 (a) RESORTES EN PARALELO, (b) RESORTES EN SERIE

La fuerza total requerida en dos resortes en paralelo, para produ
cir un desplazamiento unitario relativo en sus extremos, es igual
a la suma de sus constantes. Esta fuerza se denomina constante e

gquivalente del resorte y esti dada por: .

ke = kl + kz

En general:

ke ='i}=:1ki (2.15)

para resortes en paralelo.

Cuando los resortes estan conectados en serie, Fig. -~--
2.13(b), la fuerza P produce un desplazamiento relativo en los re
sortes
y ¥y =
1 2

7\""0

El desplazamiento total del extremo libre del resorte es igual a

Y * Y2

Consecuentemente, la fuerza necesaria para producir un desplaza--

miento unitario o constante equivalente del resorte estd dada por

k =

e P o bien y =
y

p
k
e
y: sustituyendo en la ecuacidén anterior

+

xWH
X‘l}»—*
X’IH



En general:

I
[ -1

1 E. 1 (2.16)
k i=1 K,

para resortes en serie.

2}10 MODELO MASA-RESORTE-AMORTIGUADOR.

Este modelo, ademés de la masa y el resorte, consta de
un amortiguador que representa las caracteristicas de disipacidn
o pérdida de energia de una estructura real. Este modelo estd -

representado en la figura 2.14

7 %_. x
2 .
4 k
Y, VNN KX —————
4 . N e O] ()
E X
7 77 Z

(a) (b)

FIG. 2.14 MODELO MASA-RESORTE-AMORTIGUADOR

La fuerza ejercida por el amortiguador es igual a su constante c

por la velocidad %, pero de sentido contrario a ésta.

Haciendo suma de fuerzas en el diagrama de cuerpo libre
F = m¥

F(t) - kx - ¢cx = m¥

y reordenando términos

m%X + cx + kx = F(t) (2.1%)
x(0) = X
x(0) = %

Esta ecuacién es conocida como LA ECUACION FUNDAMENTAL DE LA DINA
MICA ESTRUCTURAL PARA EL CASO AMORTIGUADO.



2.11 COMENTARIOS.

Como ilustraremos en los ejemplos resueltos en este ca-
pitulo, muchas estructuras reale; de interés para el Ingeniero Ci
vil,.se pueden modelar como un sistema masa-resorte (con o sin a-
“ mortiguador) y considerando que los sistemas de varios grados de
liﬁertad, bajo ciertas circunstancias, son equivalentes a un con-
junto de sistemas masa-resorte (con o sin amortiguador) indepen--
dientes; resulta plenamente justificado el estudiar de manera un
tanto exhaustiva la naturaleza de las soluciones de las ecuacio--
nes diferenciales ecs. (2.7) y (2.17), de las gue con toda razébn

se puede decir que son fundamentales para la Dindmica Estructural.

2.12 PROBLEMAS RESUELTOS.

P.2.1. Hacer un anédlisis detallado del marco mostrado -

en la figura P.2.1, determinando para qué rango de valores de las

rigideces a la flexién de columna a trabe puede considerarse que
ésta Ultima es INFINITAMENTE RIGIDA.

u
m
F—s ’r‘ F !
2 3 - =
E% ,’\: =v,~f
3 £l !
(a) ¢ ¢ L (b) . i
c 1
]
I
i
]
1 4 Y v v
ST L, Ve \;M'
" k.
A K
FI6. P.2.1.
SOLUCION:

Considerando que la trabe es infinitamente rigida, se -

cumple

Elv >>> Elc (a)
Lv Lc

En una columna empotrada en sus dos extremos, el momento flexio--

2-15



nante y'la fuerza cortante en sus extremos, estdn dados por:

=
)
(2]
=
[}
=4
<
]
[
n
=2}
-
c

(b)

3
c

La rigidez del marco, considerando que la trabe es infinitamente
rigida, es de la forma

k= 24EIc (c)
y = g4Elc

L2

La trabe y las columnas tienen rigideces relativas comparables, -

es decir,

=

Iv = C
v

=

Ic , C = cte. (q)
c

|
|

[
[l

Ahora, considerando que la trabe es flexible, la rigidez estd da-

da por

k = (e)

cl=

Para determinar los elementos mecdnicos del marco en estudio, uti
lizaremos una solucidén condensada (*) . En la siguiente figura se
muestran los momentos flexionantes, fuerzas cortantes y reaccio--
nes en la trabe y las columnas.
fam 1] M
V2<——-\\JL_,/~”"__fﬁ) -,
M L}
fh\——rvz Vr\——bu

v, —» v, —

1 \I,nl 4 NPLA
R t '
1 I
k* = 3 =3 (£)
Dg 2IcLv 1 + 6Ivlc
IvLic IcLv
Donde D = 2(1 + 6/¢)
=Ic . Lv
Iv Lc
(*) "PORTICOS Y ARCOS", VALERIAN LEONTOVICH, PAG. 53, 64



donde k* es la constante del marco, D y 4 son constantes de la es

tructura.

M, = M, = FLe(% - k*)
M, = My = FLck* ; (g)
Vy=Vy =V =V, =F/2
R, = R, = 2FLck*
Lv

El desplazamiento u se determinard analizando una de las columnas
como una viga en voladizo con un momento y una fuerza aplicados -
en el extremo libre. Para simplificar el trabajo, determinaremos
el desplazamiento de una viga en voladizo con un momento aplicado
en el extremo libre y luego con una fuerza y despu€s superpondre-

mos los desplazamientos:

} )

:/:%
|

4
4

J K I
7 A 7

*x
x

L L

[ c c

2
u, = M2Lc
2EIc
3
u2 = V2Lc
3EIc
Uu=u, + u, = - MJLE + V Lg (h)
1 2 2 2

n
=
L}
o

w
=
[
o

Sustituyendo el valor de k* en la ecuacidén de M,:

2
M2 = 3FLc
2IcLv 1 + 6Ivlc
Ivlc IcLv

Sustituyendo los valores de M2 y V2 en la ec. (h) se determina el

desplazamiento total de la estructura, u



FLg

2EIc

=4
1]

- 3 (i)
2Iclv 1 + 61Ivle
Ivlc IcLv

S
3

y finalmente, sustituyendo la ecuacién (i) en la ecuacién (e)

k = 2EIc ) : (3)
131 - 3
3 2IcLv 1 + 6Ivlc
Ivle IcLv

Al relacionar las rigideces considerando a la viga fle-~
xible y rigida, se obtiéne la relacidén de rigideces k/kv. Si gra
ficamos la relacién de inercias y longitudes de columnas y trabes
IvLc/IcLv (eje x) contra la relacién de rigideces k/k¥’ se obtie-
ne la gréfica de la Figura 2.15; para la construccidén de és?a -

nos auxiliamos de la siguiente tabla:

IvLc/IcLv k k/kv
(o] GEIC/Lg 0.25
1 84EIc/5Lg 0.70
2 39EIC/2Lg 0.81
3 228EIC/11L2 0.86
4 150EIC/7Lg 0.89
5 372EIC/17L§ 0.91
6 222ETc/10L3 0.92
10 183EIC/8L§ 0.95
20 23.42EIC/Lg 0.97

De la gréfica se observa que para fines précticos, para
relacién de rigideces relativas de vigas y columnas del orden de
5, se puede considerar que las vigas son infinitamente rigidas &

el error que se cometerd serd menor del 10%.



P.2.2. Determinar la ecuacidén diferencial que gobierna

el movimiento del bloque de masa m, de la figura P.2.2.

@) (b)

—— k x

n F—F(t)

ZZ Z 7

SOLUCION:
Haciendo suma de fuerzas en el diagrama de cuerpo libre

que se muestra en la figura P.2.2(b):

+YF = m¥
F(t) - kx - kx = mX .
m¥ + 2kx = F(t) RESPUESTA

P.2.3. Para la estructura de la figura P.2.3, determi--

nar el modelo masa-resorte equivalente y el modelo mateméatico.



F(t) e L

£l El EI £l h

(a) P 77 K
h
K.
¥ £ i " 7
L L L
(¢) Flt)——f |
P -— -— -—
12E1x 12E1x 12E1x
b3 (2n)° n

Haciendo suma de fuerzas cortantes en el diagrama de -~
cuerpo libre, figura P.2.3(c) y haciéndo x=1, se obtiene la rigi-

dez de la estructura:

Por lo tanto, el modelo masa-resorte equivalente es de la forma:

h
"o F(E)

RESPUESTA
Haciendo suma de fuerzas en el diagrama de cuerpo libre

del modelo, se obtiene:

~IF = mX
F{(t) =~ 27EIx = m¥
h3
Reacomodando términos en da ecuacidén anterior y agregando las con
diciones iniciales de velocidad y desplazamiento, se obtiene el -

modelo mateméatico:

"
®

m¥ + 27EIx = F(t), x(t=0) o
3 ,
h %(t=0) o . RESPUESTA

I
e
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P.2.4. Para el sistema de la figura P.2.4., determine -

la rigidez equivalente ke ¥y la ecuacidén diferencial del movimien-

%_’x

n b Ft)

to del bloque de masa m

FIG. P.2.4.

SOLUCION:
Debido a que los resortes estan en serie, la rigidez e-

quivalente estaréd dada por:

l_:Li—l_ .
ke k1 k2
Sustituyendo
1 =1+1 =3
k k 2k 2k
e
k = 2k RESPUESTA
¢ 3

2/3kxe¢—— —  F(t)

Y haciendo sumatoria de fuerzas en el diagrama de cuerpo libre an
terior y reacomodando términos, se obtiene la ecuacién diferen---
cial de movimiento:

m¥ + 2kx = F(t) RESPUESTA
3

P.2.5. Obtener la rigidez equivalente para el sistema -

de la figura P.2.5.




SOLUCION:

Como los resortes y la viga estan conectados en parale+

lo:

k =k + k_ +
e v r

La f&gidez de la viga en

flecha maxima:

Z = PL3 , si Z
3EI
Sustituyendo los valores
k = 3EI + k +
€ 3
L
k = 3EI + 2k
€ 3
L
P.2.6. Obtener

la figura P.2.6,

k
r

voladizo, kv’ se obtiene

=1, entonces k_ = 3EI
v 3

L

de kv y kr:

k

a partir de 1la

RESPUESTA

el modelo matemédtico para el sistema de

(a) (b)
k ! %
)

POSICION DE [ | Ik .

£Q. ESTATICO y
F(t)

F(t)
FIG. P.2.6.

SOLUCION:
De la figura P.2.6(b), podemos observar

por:
Z=!+y
k
donde: w =24d
k
y
Derivando r

esplazamiento estéatico

= desplazamiento dindmico

(constante)

(variable)

especto de y la expresidn para Z:

a partir de la posicidén de equilibrio.

(c)

que Z esta dada



z =3

=3
Haciendo suma de fuerzas en el diagrama de cuerpo libre de la fip
gura P.2.6(c), y aplicando la 2% Ley de Newton, obtenemos la ecua

, cién del movimiento:

tIF = mZ
F(t) + w - k(w/k + y) = m§y
F(t) - ky = m§

Reordenando términos en la ecuacidn anterior y adicionando las <~-~
condiciones iniciales de desplazamiento y velocidad se obtiene fi

nalmente el modelo matematico:
m§ + ky = F(t)
y(t=0)
y(t=0)

Yo ’
y RESPUESTA

Yo
Al comparar la ecuacidédn de movimiento obtenida en este
ejemplo, con la ecuacién (2.11) nos damos cuenta de que son exac-
tamente igualés; por lo tanto, puede concluirse que es lo mismo -
modelar un sistema como un cuerpo sostenido por un resorte movién
dose verticalmente, o como un cuerpo vibrando a lo largo de un e-

je horizontal.



"VIBRACIONES LIBRES NO AMORTIGUADAS DE SISTEMAS
CON UN SOLO GRADO DE LIBERTAD"

Iniciaremos el estudio de la Dinémica Estfuctural con -
el andlisis de los Sistemas de un Grado de Libertad, en el cual -
despreciaremos las fuerzas de friccidén o de amortiguamiento. Ade
méds, consideraremos que el Sistema, durante el movimiento o vibrg
cidén, no estd bajo la accidén de fuerzas externas excitadoras. De
bido a ésto, el movimiento del Sistema es gobernado solo por la -
influencia de las condiciones iniciales; ésto es, dando desplaza-
miento y velocidad para un tiempo t=0 cuando se inicia el estudio’
del fendmeno.

A un Sistema que cumple con estas condiciones, se le de
nomina SISTEMA DE UN SOLO GRADO DE LIBERTAD EN VIBRACIONES LIBRES
NO AMORTIGUADAS.

La ecuacidén fundamental de la Dindmica Estructural para
los sistemas de un grado de libertéd sin amortiguamiento, estéd da

da por la ecuacidén (3.1)



m¥ + kx = F(t) (3.1)

Pero en el caso de los sistemas sujetos a vibraciones libres, 1la
fuerza excitadora F(t) = 0; sustituyendo este valor en la ecua---
cién, (3.1), obtenemos la ecuacién que gobierna el movimiento del

* sistema

m¥ + kx = O (3.2)

3.1 PROBLEMA DE VALORES INICIALES PARA EL MOVIMIENTO EN VIBRACIO-
NES LIBRES DE SISTEMAS DE UN SOLO GRADO DE LIBERTAD.

El objetivo de esta seccidén es encontrar la solucidn de
la ecuacién diferencial (3.2), para las condiciones iniciales de
desplazamiento y velocidad, cominmente denominado "PROBLEMA DE VA

LORES INICIALES", el cual queda definido por el siguiente modelo

matemético:
mX + kx = O
x(t=0) = x (3.3)
x(t=0) = xo

Primeramente clasificaremos la ecuacién diferencial ---
(3.2). Debido a que la variable dependiente x y su segunda deriva
da ¥, aparecen en primer grado en la ecuacién (3.2), esta ecua---
cién es clasificada cdmo lineal y de segundo orden. De hecho, --
los coeficientes de x y ¥ (k y m respectivamente), son constantes
y el segundo miembro es la funcidn cero; por lo que la ecuacién a
deméds se clasifica como homogénea con coeficientes constantes.

Para obtener la solucién de esta ecuacién diferencial -
de 2¢ orden, procederemos directamente suponiendo que la soluci@n

es de la forma dada por las ecuaciones (3.4) y (3.5)

X

A cos pt (3.4)
x, = B sen pt (3.5)

donde A y B son constantes que dependen del inicio del movimiento
y p representa una caracteristica fisica del sistema.
Derivando respecto a t las ecuaciones (3.4) y (3.5) se

obtiene



X, = A cos pt

il = —-Ap sen pt (3.6)
xl = -Ap2 cos pt

x2 = B sen pt

‘*2 = Bp cos pt (3.7)
o 2

Xy, = -Bp~ sen pt

y sustituyendo los valores de las ecs. (3.6) en la ec. (3.2)
m(-Ap2 cos pt) + k(A cos pt) = 0
(—mp2 + k)A cos pt = 0

.
Si esta ecuacidén se satisface para cualquier tiempo t, entonces -
el factor dentro del paréntesis debe ser cero, es decir

—mp2 + k =0

p2 = x (3.8)

m
De la misma manera puede verificarse que las ecs. (3.7) satisfa--
cen la ec. (3.2) para p2 definido por la ec. (3.8). La raiz posi

tiva de la ecuacidn (3.8) es conocida como la frecuencia natural

circular del sistema. Asi, tenemos:
p = [K' (3.9)
m

Como ya se demostrd, las funciones definidas en las e--
cuaciones (3.4) y (3.5) son soluciones de la ec. (3.2), y como és
ta es lineal, la suma de dichas funciones también es solucién, es

decir
x = A cos pt + B sen pt (3.10)

Debido a que la ec. (3.10) consta de dos constantes de
integracién A y B, es en realidad la solucidén general de la ecua-
cién diferencial de 22 orden (3.2).

Las ecuaciones de la velocidad y la aceleracidén se obt--

tienen derivando dcs veces la ec. (3.10) respecto a t.



X = ~Ap sen pt + Bp cos pt (3.11)
X = —Apzcos pt - Bp2 sen pt (3.12)

Los valores de las constantes A y B se determinan a partir de las
cond;ciones‘iniciales de desplazamiento y velocidad:

Ee x(t=o) X

o

x(t=0) = *o

Sustituyendo estos valores en las ecs. (3.10) y (3.11), se obtie-
ne:

>
]
%

o

'S

B =0
P
Finalmente, al sustituir los valores de A y B en las ecs. (3.10),
(3.11) y (3.12) obtenemos las ecuaciones de desplazamiento, velo-
cidad y aceleracién para vibraciones libres de los sistemas de un
grado de libertad no amortiguados.

x(t) = X, cos pt + ig sen pt (3.13)
P

x(t) = -px, sen pt + *o cos pt (3.14)

¥(t) = -pzxo cos pt - pio sen pt (3.15)

Considerando el valor de x(t) dado por la ec. (3.13) --
puede determinarse la fuerza cortante y los momentos flexionantes

en las columnas, en funcién del tiempo, para el marco plano de un

nivel y una crujia mostrado en la Fig. 2.5 para F(t) = O.
M(t) = 6EI x(t) = 6EI [xo cos pt + “o sen pt] (3.16)
h2 h2. P
V(t) = 12EI x(t) = 12EIx _cos pt + -6 sen pt (3.17)
h3 h3 p

3.2 REPRESENTACION GRAFICA DE LAS VIBRACIONES LIBRES.

Al representar gr&ficamente, para distintas condiciones



iniciales de desplazamiento y velocidad, la variacién en el tiem
po del desplazamiento, velocidad y aceleracién se tomarén como bg
se las ecs. (3.13), (3.14) y (3.15).
) Consideraremos los siguientes casos:
i) x*o>0. )'co =0
Sustituyendo las condiciones iniciales en las ecs. del movimien

to (3.13), (3.14) y (3.15)

x(t) = X, cos pt

x(t) = -px_ sen pt

E
ot
"

2
-p xo cos pt

‘ nt
pt
~%
desplazamiento méx.=x°
PX-
t
-pro P

velocidad néx.npxo

Jx(t)

o] T ¥ oINF A & P

co . 2
aceleracidén max.=p x0

FIG. 3.1 REPRESENTACION GRAFICA DEL MOVIMIENTO
PARA CONDICIONES INICIALES xo> 0, io = 0.



ii) x, =0, x0>0.

Sustituyendo las condiciones iniciales en las ecs.

miento (3.13), (3.14) y (3.15)

x(t) = fg sen pt
P

x(t) = X cos pt

¥(t) = —pko sen pt

x(t)

el |
_pXe

SE——

b~ ~

del movie-

desplazamiento néx.-io/p

velocidad mx.= io

aceleracién méx.-pio

FIG. 3.2 REPRESENTACION GRAFICA DEL MOVIMIENTO PARA

CONDICIONES INICIALES: X, = 0, i°> 0



iii) Caso general, X £ 0, *o £ 0.

Para obtener 1la representacién grafica del movimiento para el
caso general, es decir, condiciones iniciales distintas de cero, -
€S necesario hacerse el siguiente planteamiento.

: Analizando la ecuacién de desplazamiento (3.13), podemos
decir que la vibracién consiste de dos partes: una en la cual es -
proporcional a ces pt y depende del desplazamiento inicial x0 Yy o
tra, en la cual es proporcional a sen pt Yy depende de la veloci-
dad inicial io. Cada una de estas parte% puede ser representada -
graficamente como se muestra en las Figs. 3.3a y 3.3b. E1l desplazg
miento total x para cualquier pt se obtiene sumando las coordena-
das de las dos curvas para ese pt como se muestra en la Fig. 3.3c.

Como puede observarse, la mixima ordenada de la curva de
la Fig. 3.3c est4 desplazada con respecto a la méaxima ordenada de
la curva de 1la Fig. 3.3a, por la cantidad « . En este caso, puede
decirse que el desplazamiento total, representado por la curva de
la Fig. 3.3.¢c, se retrasa respecto a la componente del desplaza---
miento dada por la curva de la Fig. 3.3a.

El mismo razonamiento puede hacerse con las ecuaciones -
de velocidad y aceleracién, (3.14) y (3.15), obteniéndose las gra-
ficas de la Fig. 3.3d y 3.3e.

a) x(t)

X cos pt
o p
] |

Y

b) ;(t)

X sen pt

2
3 - . P
s tfi%;:ﬁt | :/’;%\\<F R : .
_',‘Q/F \l/" \} P

-

FIG. 3.3



c)’ Ix(t)
o pt
d) li(t)
M TN, 2 ] ;
—ph =y - p
e) %(t)

FIG. 3.3 REPRESENTACION GRAFICA DEL MOVIMIENYO PARA
CONDICIONES INICIALES: X >0, i0> 0.

3.3 GRAFICA ALTERNATIVA ADIMENSIONAL.

Para su determinacidén basta con despejar la funcidn se
no o coseno de la ecuacidén de movimiento. Para el caso ii) de -
la seccién 3.2 por ejemplo, la gréfica adimensional del desplaza

miento, dada por la siguiente ecuacién, se muestra en la Fig.3.4

x(t) = sen pt

x
P



M(t)=x(t)=sen pt

|
{

FIG. 3.4 GRAFICA ALTERNATIVA ADIMENSIONAL

3.4 FRECUENCIA Y PERIODO.

Un exémen de la ec. (3.13) muestra que como las fancio-
nes x cos pt ¥y io/p sen pt, tienen ambas la misma frecuencia angu
lar p; el movimiento resultante también poseerd una frecuencia an
gular p y por lo tanto seréd arménico y peridédico. El periodo pue
de determinarse a partir de las funciones seno y coseno, las cua-
les tienen un periodo de 2 . El periodo natural de vibracién T
es el tiempo requerido para que una estructura complete un ciclo

de vibraciénilibre y estéd dado por la ec. (3.18)

pT = 21
T = 24 (3.18)
p

El periodo T es expresado usualmente en seg/ciclo o simplemente -
en segundos.
Al valor reciproco del periodo T se le denomina frecuen

cia natural f, de modo que:

f=15=p_ - (3.19)

1
T 21

La frecuencia natural es cominmente expresada en Hertz o ciclos/
seg. La frecuencia natural angular o circular p es 217 veces la -
frecuencia natural f. La frecuencia natural circular p se expre-

sa en radianes/seg.



3.5 AMPLITUD DE DESPLAZAMIENTO, VELOCIDAD, ACELERACION Y ANGULO -
DE FASE.

La ec. (3.13) describe/ el desplazamiento de un oscila--
dor{no amortiguado en vibraciones libres, pudiendo reescribirse -
en forma equivalente por la ec. (3.26) la cual se obtiene a tra--
vés de simples transformaciones trigonométricas.

Para el caso general, las condiciones iniciales son:

x(0) = x

o
x(0) = X
multiplicando y dividiendo el segundo miembro de la ec. (3.13) --

por el factor A para que no se altere, tenemos:

x(t) = A{(i%)cos pt +(fgéfgsen pﬁ (?.20)

Con la ayuda del tridngulo recténgulo de la Fig. 3.8, cuyos cate-

tos son Xo ¥ ko/p, la hipotenusa A se determina:

A
% /e
X
0
FIG. 3.5
2 . 2
A = 1xo + (xo/p) (3.21)
sene = io (3.22)
pA
cosel = x (3.23)
y
tans = *o (3.24)
Pxo
Sustituyendo (3.22) y (3.23) en la ec. (3.20)
x(t) = A(cos pt cos o« + sen pt senef ) (3.25)

Y aplicando la identidad trigonométrica:

cos(A-B) = cos A cos B + sen A sen B



a la ecv (3.25), se determina finalmente la ecuacidn que represen
ta el desplazamiento de un oscilador simple, ec. (3.26). Deri--
vando esta ecuacidn con respecto al tiempo, se obtienen las ecua-

ciones de velocidad y aceleracidén, ecs. (3.27) y (3.28), respecti

Avameate.
x(t) = A cos (pt - «) (3.26)
%x(t) = -pA sen (pt - <) (3.27)
¥(t) = ~p2A cos (pt - o) ’ (3.28)

Al valor de A definido por la ec. (3.21) se le denomina
AMPLITUD DE MOVIMIENTO Yy al &ngulo « ANGULO DE FASE.

El desplazamiento de un oscilador simple, dado por la -
ec. (3.26) para condiciones iniciales x(0) = X x(0) = *o pu?de
representarse graficamente por la Fig. 3.6 .

< (t)

Alr\j /]\I ] oo
ALTNES T e

FIG. 3.6 REPRESENTACION GRAFICA DEL DESPLAZAMIENTO DE
UN OSCILADOR SIMPLE EN FUNCION DE (pt - o)

Si la grafica de la Fig. 3.6 la desplazamos hacia la derecha una
cantidad « se obtiene el desplazamiento en funcién de pt, el cual

se muestra graficamente en la Fig. 3.7

4x(t)

Al X :{\ LI ‘
-A I;_'"_-“XL/” NP Z -’

/

FIG. 3.7 REPRESENTACION GRAFICA DEL DESPLAMIENTO DE
UN OSCILADOR SIMPLE EN FUNCION DE pt




Por Gltimo, para expresar el desplazamiento en funcién
del tiempo t debe dividirse cada valor representado en el eje -
de las abscisas de la Fig. 3.7 por p, obteniéndose asi, la grafi-
ca de la Fig. 3.8a. De la misma forma que se obtuvo la gréfica -
del desplazamiento en fuﬁcién del tiempo, pueden obtenerse las --
graficas de velocidad y aceleracidén en funcién del tiempo, dadas

por las Figs. 3.8b y 3.8c respectivamente.

a) ‘xu)

XoiV'\/l\ o— 1

b)

c) %(t)

ENEN NG -

FIG. 3.8 REPRESENTACION GRAFICA (a) DEL DESPLAZAMTENTO
(b) LA VELOCIDAD Y (c) LA ACELERACION DE UN -
OSCILADOR SIMPLE EN FUNCION DEL TIEMPO.



3.6 REPRESENTACION DEL DESPLAZAMIENTO EN VIBRACIONES LIBRES DE UN
MODELO MASA-RESORTE MEDIANTE VECTORES ROTATORIOS.

Un método para representar las vibraciones es por medio
de VECTORES ROTATORIOS. Imaginemos un vector OP (ver Fig. 3.9)
., de m;gnitud X rotando con velocidad constante p alrededor de un
punto fijo O. A esta velocidad se le denomina frecuencia angular
0 circular de la vibracién. Si en el momento inicial (t=0) el --
vector OP coincide con el eje X, el 4ngulo que forma con el mismo
eje en cualquier otro tiempo t es igual a pt. La proyeccidén de -
este vector sobre el eje X es igual a xo cos pt y representa el -
primer término de la ec. (3.13). Tomando otro vector 0Q de magni’
tud io/p Yy perpendicular al vector 63, observamos que su proyec--
cién sobre el eje X e igual a io/p sen pt y representa el segundo
término de la ec. (3.13).

El desplazamiento total x se obtiene sumando las proyec
ciones sobre el eje X de los dos vectores perpendiculares OP y 66
rotando con velocidad angular p.

El mismo resultado se obtendra si, en lugar de los vec-
_tores OP y 66, consideramos el vector Bﬁ, igual a su suma, y tomg
mos la proyeccién del vector resultante sobre el eje X. La magni
tud A del vector 65, se obtiene de la Fig. 3.9 Y es igual a la ec.
(3.21) y el angulo que forma con el eje X es (pt - o).

De aqui puede concluirse que la ec. (3.13) puede ser ex

presada en forma equivalente por la ec. (3.26).

/ iolp sen pt
pt A cos(pt-«)

; X cos pt
o ° +%/p
5 0

FIG. 3.9 REPRESENTACION DE LAS VIBRACIONES MEDIANTE
VECTORES ROTATORIOS.



La magnitud del vector 6?, A, representa el desplaza---
miento médximo del cuerpo vibrante desde su posicién de equilibrio
y es llamada AMPLITUD DE VIBRACION.
Al angulo « entre los dos vectores rotantes OP y OR se
“ le denomina ANGULO DE FASE O DIFERENCIA DE FASE. Las coordenadas
x{ x/p se utilizan para definir el PLANO DE FASE, en el cual los

movimientos son tratados como vectores rotantes.

3.7 PROBLEMAS RESUELTOS.

P.3.1. Hacer las graficas de desplazamiento, velocidad

Yy aceleracidén de un oscilador simple para los siguientes casos:

i) X < 0, X, = 0 ,
ii) X, = o, L < 0
k
Fox
FIG P.3.1
SOLUCION:
Sustituyendo las condiciones iniciales en las ecsS. ==~—=
(3.13), (3.14) y (3.15) se obtienen las ecuaciones del movimiento
i) x(t) = -X, cos pt
x(t) = pX  sen pt
¥(t) = p x, cos pt
x(t)

,XO'T

i s N
Ixo}i/ﬁ AN

RESPUESTA

desplazamiento méx.-|x°|




P Xl
piXel

ii)

lﬁi(t)
7‘[\I

VN

t
«\J/« N P
L_-- oo velocidad uéx.-p{xol
RESPUESTA
!x(t)
~‘\\u ] | ! I\
T i \law/ pt
=t s P z
aceleracién max.=p lxol
RESPUESTA
x(t) = —io/p sen pt
x(t)}: -X_ cos pt
¥(t) = pko sen pt
x(t)
| l/”"r~\\\u 1 ll’/’— o pt
(1 ZT\J-/ﬂ(
o ) ) desplazamiento méx.=l§°|/p
{ RESPUESTA
ri(t)
TN\ TN o pt

velocidad méx.=|i°|

RESPUESTA



e TN g "
Ikl e \1'
Pl | N\ - _

aceleracién méx.spliol

RESPUESTA

zamiento, la velocidad y la aceleracién para los casos
i) Xq >0, xo = 0
ii) x_ =0, % > O
o o
SOLUCION:

i) X > o, x, =0 .

Las ecuaciones que definen el movimiento son:

x(t) = cos pt

o
%(t) = -sen pt
pxo
¥(t) = -cos pt
Zx
P X,
‘x(t)/xo
! :zfﬁﬁ T u/”[\\u T s —pt
-1 &
1 RESPUESTA
x(t]/pxo
S .V/T\."’ ] —ph
- AP
RESPUESTA



RESPUESTA
ii) X, = o, X > 0
Las "ecuaciones que definen el movimiento son:
x(t) = sen pt
x /p
x(t) = cos pt
X
° .
¥(t) = -sen pt
PXO
1 i ¢ Ld \ t
-1 \l P
-
|
RESPUESTA
x(t)/xo
|
! YT TN\ LT .
-1 \l/ v \/ =P
RESPUESTA
%(t)/px
ST N
i €y F
- \\\J‘,/?
RESPUESTA
|




y acelerac
ciales:
1{ x°>
ii)"x <
o
iii) x <
[

i)
tiene que

2%, Las ec

la acelera

y grafican

-A

ién para un sistema con las siguientes condiciones ini-

0, x <o
(o]

0, x >0
(o)

o, x <o
[

SOLUCION:

X > o, *o <o

Debido a que el cosdf = xo/A> 0, y send = io/pA {0; se =~
el angulo de fase se encuentra en el intervalo 3M/2 <<
uaciones que definen el desplazamiento, la velocidad y
cién del sistema son: .
x(t) = A cos(pt+e)

x(t) = -pA sen(pt+of)

%(t) = -p2A cos(pt+d)

do estas ecuaciones se obtienen:

—_

LA ﬂr

N -

desplazamiento mix.=A
RESPUESTA
x(t)

PA

TN, T,

-p ‘i‘l“sI_/ Ld 27 | ar

velocidad méx.=pA

RESPUESTA




ii)

%(t)

./L%\Q A ot

aceleracién méx.-pzA

RESPUESTA

X, < 0, xo) [¢]

cos 4 < 0, send > 0; entonces T /2 < o < 4

Las ecuaciones del desplazamiento, velocidad y acelera-
.

cién del sistema son:

x(t) =
%(t) =
¥(t) =

~A cos(pt+«)
pA sen(pt+d)
p2A cos(pt+e)

y graficando estas ecuaciones se obtienen:

NN ot

-A ‘“I{{w_“mﬁujﬁslfy/

o

pA

desplazamiento méx.=A

N3

-pA

velocidad méx.=pA

RESPUESTA

RESPUESTA




A

Ciii)

P gx,i

R [

x < 0, % <0
(o] (o]

. 2
aceleracidén max.=p A

RESPUESTA

cosof ¢ 0, send < 0; entonces’fl’(d<3’ﬂl/‘2

Las ecuaciones del desplazamiento, velocidad y acelera-

cién del sistema son:
x(t) = -A cos(pt-d)
x(t) = pA sen(pt-«)
%(t) = p2a cos(pt-o)

y graficando estas ecuaciones se obtienen:

)

-A

x(t)

.

- pt
desplazamiento méx.=A
RESPUESTA
- Pt
velocidad max.=pA
RESPUESTA



aceleraciﬁn.néx.-pzh

RESPUESTA

P.3.4. Determinar el periodo natural para el sistema de
la Fig. P.3.4. Suponga que la masa de la viga y la de los resor-
tes que soportan el peso w, son despreciables.

ARRNREY

EI, L

AN

FIG. P.3.4

SOLUCION:

La rigidez equivalente de la estructura, se determiné -
en el Problema Resuelto P.2.5 como:

k= 3EI + 2kLS
€ 3
L
po—————
p =;E§ = |3EI + 2kL3
m mLs
T = 2 = ofn RESPUESTA
= T ———
P 3EI + 2kl
\ mL3




P.3.5. Los siguientes valores numéricos corresponden al
Problema Resuelto P.3.4: L=100 in, EI:IO8 lb—inz, w=3000 1lb, y --
k=2000 1lb/in. Si el peso w tiene un desplazamiento inicial de -
xo=l.0 in y una velocidad inici;l vo=20 in/s, determine el despla

zamiento y la velocidad 1 segundo después.

SOLUCION:
m = w/g = 3000/(32.2x12) = 7.76 1lb-s>
in
P =J3EI+2RL3 = [3(10%)+2(2000) (100)3 = 23.54 s71
m.3 7.76(100)°
5 A 2 3 .
A = x°+(x0/p) =}1.0)" + (20/23.54)" = 1.31 in

« = tan—l(io/pxo) = tan'1(20/23.54) = 0.7043 rad

Como xo) 0, ko) 0 se aplican las ecs. (3,26), (3.27) y (3.289); sus
tituyendo valores:

x(t) = A cos(pt-o)

%(t) = -pA sen(pt-d)

x(t) = 1.31 cos(23.54t-0.7043)

x(t=1) = 1.31 cos(23.54(1)-0.7043)

x(t=1) = -0.87 in RESPUESTA
%x(t) = -30.84 sen(23.54t-0.7043)

%(t=1) = ~30.84 sen(23.54(1)-0.7043)

x(t=1) = 23.06 in/s RESPUESTA

miento horizontal del marco de acero de la Fig. P.3.6. Suponga -
que la viga horizontal es infinitamente rigida y desprecie la ma-
sa de las columnas. Ademds determine la variacién del momento --
flexionante y cortante en las columnas para condiciones iniciales

de desplazamiento y velocidad generales.

X
_50 KIPS 4

8WF24 12 Ft




SOLUCION:

Del Manual AISC se obtiene:

10WF33 -- Ix =171 in® y 8WF24 -- Ix = 82.5 in?
E = 29,000 Kips/in2

EI(10WF33) = 29,000,000(171) = 4.959 E9 lb—in2

1
i

EI(8WF24) = 29,000,000(82.5)= 2.3925 E9 lb-in2
k = 12EI (columna empotrada-empotrada)
3
h
k = 3EI (columna empotrada-articulada)
3
h
k(1O0WF33) = 12(4.949 E9) = 19 929.11 1b/in
(12x12)8
k(8WF24) = 3(2.3925 E9) = 2 403.73 lb/in .
(12x12)°
Como las columnas estan en paralelo:
ko, = k(10WF33) + 2k(8WF24) = 19 929.11 + 2(2 403.73)
ke = 24 736.57 1lb/in
m=w/g = 50 000/(32.2x12) = 129.40 lb—s2
in
p ={e/m =24 736.57/129.40 = 13.83 s~*
f = p/2mW = 13.83/2% = 2.20 Hz RESPUESTA

La ecuacidén de desplazamiento se obtiene sustituyendo valores en
la ec. (3.13):

x(t) = X co0s(13.83t) +(%0/13.83) sen (13.83¢t) (a)
Y la expresién para Momento y Cortante:
Vl(t) = 12EI x(t)
L3 (b) RESPUESTA e
M. (t) = 6EI x(t)
1 —
L2

para el caso de columna empotrada-empotrada; vy,

V,(t) = 3EI x(t)
L3 (¢) RESPUESTA
3EI x(t)

2

i

Mz(t)

ol

para el caso de columna articulada~-empotrada.



En las anteriores expresiones (b) y (c¢), el valor de --

x(t) estara dado por la ec. (a)

zontal para el marco de acero, Fig. P.3.7, para los casos siguieg

tes:
(a) E1 miembro horizontal se supone infinitamente rigi-
do
(b) E1 miembro horizontal estid hecho de acero flexible
18WF50
w=25 KIPS
LOWF 33 108f33 15 Ft
Yz Vvl
e 15 ft v
o+ -
FIG. P. 3.7
SOLUCION:
(a) EI(10WF30) = 4.959 E9 lb-—in2
ke = 2(12EI/L3) = 24(4.959 E9) = 20 407.41 i1b/in
(15x12)°>
m = w/g = 25 000/(32.2x12) = 64.70 lb-s2
in
p =k /m =20 407.41/64.70 = 17.76 s '
= p/2f = 17.76/27 = 2.83 Hz RESPUESTA



[N -

(b) P P 4'1 = = A
2 3 ! -7

i '

/’ /'

’ ’
/
i 4

En este inciso, se considera que la trabe no es infini<
témente rigida, sino flexible.

Para este andlisis, nos auxiliaremos del libro Marcos y
Pérticos de Valerian Leontovich (pégs. 53 y 64) para el célculo -

de los elementos mecénicos del marco.

I, ,(10wF33) = 171 in® -~ EI(10WF33) = 4.959 E9 1b-in°
I, 5(18WF50) = 802 in? —-- EI(18WF50) = 2.33 E10 1b-in2
g = 11_2/12_3.% = (171/802).(15/15) = 0.2132 .
D = 2[}+§}= 2[1+ (6/0.2132)] = 58.20
@
k = 3/D@ = 3/(58.29x0.2132) = 0.2414
5, = Phk = P(15x12)(0.2414) = 43.452 P
v, = P/2

Ahora, analizando a las columnas como una viga en cantiliver con
un momento y una fuerza en su extremo libre, 43.452 P y P/2, res-

pectivamente.

F=P/2
N N M=43.452 P
3 R
3 N
iy §
3 N i)
1
Del Manual AHMSA se obtiene:
Z1 = FL3/3EI = PL3/6EI = P(15x12)3 = 0.000196 P
6(4.959E9)
2 2 2
Z, = ML"/2EI = 43.452 PL"/2EI = 43.452 P(15x12)
2(4.959E9)
= 0.000142 P
El desplazamiento total Z, estd dado por:
Z =12, + 72, = 0.000196 P - 0.000142 P = 0.000054 P

1 2
Por otro lado:



Z = P/k, entonces: k = P/Z

Sustituyendo el valor de Z:

k = P/0.000054 P = 18 518.52 1b/in
p = Jk/m' = [i18 518.52/64.70' = 16.92 s~ !
f = p/27 = 16.92/27 = 2.69 Hz RESPUESTA

Fig. P.3.8 que soporta un peso concentrado w en su centro. Des--
precie la masa de la viga. Incluir la variacidén de las reacciones

en funcién del tiempo.

K
K,

FIG. P.3:8"

SOLUCION:
Del Manual Monterrey, para una viga doblemente empotra-

da, el desplazamiento maximo es igual a:

Z = PL3/192EI = P/k (a)

k = 192E1/1°3

p = [k/m = (|192E1g/wL®

£ = p/an = (J192E1g/wL3 ) /20t RESPUESTA

PUBQ}~\\\\;‘£€”“’r,_};>U8

b2 for2

La ecuacién de! desplazamiento se obtiene sustituyendo valores en
la ec. (3.13):
Z(t) = Z_  cos pt + io/p sen pt (b)



Despejando P de
P = kZ
Y sustituyendo e
to flexionante,
V(t) =
M(t) =
Consideramos los

desplazamiento a

L=120 in, EI=10
y la velocidad i
in/s, determine
de w cuando t=2

en los extremos.

la éc. (a), se obtiene:
= 19281/13 2(%)

ste valor en las ecuaciones del cortante y momens
tenemos:

p/2 = 96E1/L° z(t)
PL/8 = 24EI/L2 z(t)

efectos dinémicos ya que la variable Z mide el -

(&) RESPUESTA

partir de la posdcién de equilibrio.

Los valores numéricos para el Problema P.3.8 son

lb--in2 y w=5000 1lb. Si el desplazamiento inicial
nicial son, respectivamente, x°=0.5 in, ¥y i°=15
el desplazamiento, la\velocidad y la aceleracidn

seg. Incluir reacciones y momentos flexionantes

SOLUCION:
p = [192 EIg ' =[102(10%)(32.2x12) = 92.66 s~ *
wL3 5 000(120)3
A = Jzi +(2 /p)? = \I(o.5)2+(15/92.66)2 = 0.5255 in
= tan—l(io/pzo) = tan—l(15/92.66x0.5) = 0.3238 rad
Debido a que z°>0 Yy éo>0, pueden aplicarse las ecuatio-

nes (3.26), (3.2
en éstas, se obt
z(t)
z(2)
z(2) =

‘i(t) =
z(2) =
z(2) =

Z(t) =
Z(2) =
2(2) =

El valor de las

7) y (3.28). Sustituyendo los valores anteriores
iene:

0.5255c0s5(92.66t-0.3238) )

0.5255¢c08(92.66x2 -~ 0.3238)

~-0.4922 in RESPUESTA

-48.69sen(92.66t-0.3238)
-48.69sen(92.66x2 - 0.3238)
-17.05 in/s RESPUESTA

-4511.88c0s(92.66t-0.3238)
-4511.88c0s8(92.66x2 -~ 0.3238)
4266.19 in/s? RESPUESTA

reacciones y momentos flexionantes en los extre--—

3-27



mos, se obtiene evaluando las ecuaciones (c) del problema anterior

en t=2 seg.

v(2) = 9621 2(2)
L
= 96(109)
— (0.4922) = 273 444.44 1b
(120)
V(2) = 273.44 Kip RESPUESTA
M(2) = 24E1 2(2)
2
= 24(109)
——=—= (0.4922) = 8 203 333.33 1lb-in
(120)
M(2) = 8 203.33 Kip-in RESPUESTA

.

flexién EI, soporta una masa m en su extremo superior, como se --
muestra en la Fig. P.3.10. Despreciando el peso del poste, derive
la ecuacidén diferencial para las pequefias vibraciones horizontales
de la masa, y encuentre la frecuencia natural. Suponga que los e~
fectos de la gravedad son pequefios y los efgctos no lineales pue--

den despreciarse.

1
1
'
X kxg—0)
! N
{
¥
'

FIG. P.3.10

SOLUCION:
Del Manual Monterrey, para una viga en voladizo, el des-
plazamiento maximo es igual a:
b =_££3_= P/k
3EI *

k = 3EI
3

[



k/m = l-srsx/mL3

p:
3
f = p/2W =\3EI/mL RESPUESTA
27

Haciendo suma de fuerzas en el diagrama de cuarpo libre,
se obtiene:

F = m¥
-k¥ = m¥
Reacomodando términos y sustituyendo el valor de k, se obtiene fi-

nalmente la ecuacién diferencial del movimiento

m¥ + 3EI x = O RESPUESTA
3
L



"VIBRACIONES LIBRES AMORTIGUADAS DE SISTEMAS
CON UN SOLO GRADO DE LIBERTAD"

En los capitulos anteriores, hemos estudiado el compor-
tamiento dinédmico de sistemas de un grado de libertad en vibracio
nes libres, bajo condiciones idealizadas de no amortiguamiento. -
Sin embargo, es imposible disponer de sistemas que vibren bajo di
cha idealizacién. Cualquier sistema fisico con movimiento tiene
presentes siempre fuerzas friccionantes o de amortiguamiento.

Dichas fuerzas forman mecanismos que disipan o transfor
-man la energia mecénica del sistema en otras formas de energia, -
como por ejemplo en calor.

Al tomar en cuenta el amortiguamiento en el andlisis ai
namico de un sistema es comin, y ésto debido a la sencillez mate
madtica que conlleva, el suponer que tales fuerzas disipativas son
proporcionales a la magnitud de la velocidad y de direccién opues
ta a la del movimiento. En la préactica, este tipo de amortigua--

miento es conocido como AMORTIGUAMIENTO VISCOSO, y representa el



tipo de fuerza que podria resultar en un cuerpo restringido en su

movimiento por un fluido viscoso circundante.

4.1 ECUACION DEL MOVIMIENTO PARA EL CASO AMORTIGUADO.

Supongamos que hemos modelado un sistema estructural co
mo- el que se muestra en la Fig. 4.l1a. Aqui, m y k representan --
respectivamente, la masa y la constante del resorte y ¢ serd el -

coeficiente de amortiguamiento viscoso.

a) P %—-’x b)

nob— e F(t) <2 —-F(t)
CH——— CX ]
p e A /;/;1////;/;/; R A Y

SRR

FIG. 4.1 SISTEMA MASA RESORTE AMORTIGUADOR
(a) MODELO, (b) DIAGRAMA DE CUERPO
LIBRE.

Del diagrama de cuerpo libre, y aplicando la Segunda --

Ley de Newton, hacemos sumatoria de fuerzas de tal forma que:
F(t) - cx - kx = mX

o bien,
mX + cXx + kx = F(t) (4.1)

La ecuacién (4.1) es llamada ECUACION FUNDAMENTAL DE LA DINAMICA
ESTRUCTURAL PARA EL CASO AMORTIGUADO.
Asi, nuestro problema es resolver la ecuacidén diferen--—

cial (4.1)

m¥ + cx + kx = F(t)

sujeta a las condiciones iniciales (4.2)
x(t=0) = X

x(t=0) = xo

Nos referimos a la ec. (4.2) como el PROBLEMA DE VALORES INICIA--
LES FUNDAMENTAL DE LA DINAMICA ESTRUCTURAL. Si en la ec. (4.2) -
F(t) = 0, tendremos entonces un PROBLEMA DE VALORES INICIALES EN

4-2



VIBRACIONES LIBRES:

mX + ¢cx + kx = O
x(t=0) = Xy (4.3)
x(t=0) = X

Para resolver este problema dividimos la ecuacién de mo

vimiento entre m,

X+ ZE* + Ex =0
Zm m

. . Lo 2 . :
Si anteriormente definimos p =k/m, ahora introducimos un nuevo co

eficiente ,

n=2c<
2m
Sustituyendo ’
X + 2nx + p2x =0 (4.4)

cuya solucidén es de la forma

x = Cert’ (4.5)
donde C y r son constantes. Asi, la primera y segunda derivada -
de x son:

x = Crert (4.6)

% = Ccrle’t (4.7)

Sustituyendo (4.5) y sus derivadas dadas por (4.6) y (4.7) en -—--
(4.4), tenemos

2 rt
r-e

C t 2ert

+ 2Cnrer + Cp =0

de donde, cancelando sus factores comunes, obtenemos
r2 + 2nr + p2 = 0 (4.8)

conocida como la ECUACION CARACTERISTICA asociada a la ec. (4.4).
Ya que la ec. (4.8) es cuadrética en r, sus raices, lla

madas RAICES CARACTERISTICAS son:

= -n + \(n“-p (4.9)



entonces, la solucidn general de la ec. (4.4) estara dada por:

r,t r t
1 2
x = Cje + Cye (4.10)

dondemcl y C2 son constantes de integracién determinadas por las
zcondiciones iniciales.

Sin embargo, la forma final de la ec. (4.10) depende —-

delsigno de la expresién que aparece dentro del radical en la ec.

(4.9); de tal forma que pueden presentarse los siguientes tres ca

sos:
CASO  I: n? - p? <o
CASO ITI: n2 - p2 =0
CASO III: n° - p2 > 0
Estudiaremos cada uno de estos casos por separado. 4

4.2 CASO I. SISTEMA SUBAMORTIGUADO.

En este caso tenemos que n2 - p2 < 0, entonces 1la expre

sién dentro del radical es negativa, es decir, las raices de la -

ecuacidén caracteristica son conjugadas complejas. Ahora defina--
mos
o2 =p? -n? >0 (4.11)

donde py es llamada FRECUENCIA NATURAL CIRCULAR AMORTIGUADA. Asi

1 > N 21
\Inz - p2 = J(—l)(p - n2) = J(-l)pd = pyd(-1)
= lpd
entonces
L1y Ty = -n # ipg
r) = -n o+ ipy (4.12)-
r, = -0 - ip, (4.13)
Evaluando la ec. (4.10) para los valores de ry ¥y o, da-
dos por las ecs. (4.12) y (4.13):
X = Cle(‘n+lpd)t + C2e(-_n“1pd)t
= C e.ntelpdt + C e-nte.lpdt
1 2
x = e""P(c etPa® 4 ¢ e PeY) (4.14)



En este punto es conveniente hacer uso de la Férmula de Euler, la
cual relaciona funciones exponenciales y trigonométricas en la si
guiente forma
ie .
e = cos © + i sen @

-i0 .
e = cos8.'0 - i sen ©

Continuando con la ec. (4.14) tenemos que:

X

n

-nt : .
e (Cl(cos pdt+1sen pdt)+02(cos pdt-lsen pdt))

X

-nt N
e ((Cl+02)cos pdt + 1(Cl—C2)sen pdt)

Si llamamos

A=C1+C2

B = i(Cl - C2) .
-nt

X = e (A cos pdt + B sen pdt) (4.15)

Para determinar el valor de las constantes A yB hacemos

uso de las condiciones iniciales

x(t=0) X

o

X

x(t=0) o

evaluando la ec. (4.15) en t = O,

X = A (4.16)
Podemos afirmar entonces que la constante A representa el despla-

zamiento inicial del sistema. Ahora derivamos una vez la ec. —---

(4.15) y la evaluamos en t = O.
. -nt -nt
X = -ne (Acos pdt+Bsen pdt)+e (—Apdsen pdt+
decos pdt)
ent:O'

io = -nA + de , despejamos B y sustituimos el valor de

A dado por la ec. (4.16),

B = x_+ nx (4.17)

Finalmente, la ec. (4.15) puede escribirse como



-nt

x(t) = e (xo_cos pgt + % +nx_ sen pdt) (4.18)
Py
donde:
n=c¢c y p,=4Adp"-n
2m d

Andlogamente, podemos determinar las expresiones para -

la velocidad y la aceleracién derivando dos veces la ec. (4.15).

. -nt
x(t) = e ((—nA+de)cos pdt - (nB+Apd)sen pdt)
x(t) = e-nt(C cos p,t - D sen pdt)
Cc = -nA+de = -DX +X 4nxX_ p,y = X,
Py
D B+Ap, = nk_+& = nk_+p° ’
= nB+Ap, = nX _+nx_ + X Py = nk +p°x
Py Py

entonces la expresidn para x(t) se escribe como
x(t) = e_nt(i cosp ,tH(-nx —p2x )/p . )sen p . t) (4.19)
] d o [} d d

Para la aceleracidn:

¥(t) = e—nt(—(nC+Dpd)cospdt+(nD~de)sen pdt)
¥(t) = e—nt(-Ecospdt + Fsenpdt)
E = nC+Dp, = nx_+nx +p2x = 2nx +p2x
d o o o o o
F = nD—de = nio+np2xo - *opd = io(nz-p§)+np2xD
Pg Py
Asi
X(t) = e_nt(—(2nio+p2xo)cospdt + io(nz—p§)+np2xo senpdt)
Pd !
(4.20)

Puede notarse que si n=0, entonces pd=p y las ecs. ----
(4.18), (4.19) y (4.20) son las que corresponden al casc de vibra-
ciones libres no amortiguadas.

Interpretemos graficamente la ec. (4.18). Para ello, -

definamos el siguiente término



A ( \ 2

= + [X

= o <>
Pq

de tal manera que multiplicando y dividiendo al mismo tiempo la e

cuacibn (4.18) por A, tenemos:

x(t) = Ae—nt cospdt(xo/A) + senp,t 22:223 (4.21)
Apd

i

cos 4 = XO/A
sen 4 = Xotn¥,
Py
A

Sustituyendo las expresiones anteriores en la ec. (4.21)

x(t) = Ae-nt(cospdt cose(y + senp,t senxd)
o bien

x(t) = Ae~ntcos(pdt—xd) (4.22)

La Fig. 4.2 es la representacidén gréafica de la ec. ---—-
(4.22). En ella se puede apreciar que el movimiento del sistema
es oscilatorio pero no periddico. Es decir, la amplitud de la vi

bracién no permanece constante durante el movimiento sino que de-
crece por ciclos consecutivos; no obstante, las oscilaciones ocu-
rren a intervalos iguales de tiempo. Este intervalo de tiempo es

llamado PERIODO AMORTIGUADO y estd dado por:

Td =

n

o (4.23)

kel
[}

Entonces, 'la expresidén que define FRECUENCIA AMORTIGUADA es

fd = l_ (4.24)

£ = n=2c¢ = C (4.25)
p



FIG. 4.2 REPRESENTACION GRAFICA DEL DESPLAZAMNIENTO
EN EL CASO DE VIBRACIONES LIBRES AMORTI--
GUADAS CON Xo) 0, Xc) 0.

el término cCE=2mp es conocido como AMORTIGUAMIENTO CRITICO. Pa-
ra este caso en que n<p, c<pcr; y la frecuencia natural circular
amortiguada puede también escribirse como

Pg = pz-n = pll—(n/p)‘2I = 911-62|

La curva desplazamiento-tiempo de la Fig. 4.2 es tangen
te a las dos envolventes fl(t) y fz(t); sin embargo, estos puntos
de tangencia no coinciden con los de dezplazamiento madximo donde
la pendiente de la tangente es igual a cero.

Podemos determinar los puntos donde se ubican los valo-
res maximos y minimos de la ec. (4.22) obteniendo su primera deri

vada e igualédndola a cero.
. -nt
x(t) = Ae (-pdsen(pdt—xd)—ncos(pdt—‘d)) =0

;2 . . -nt
en esta expresidn, el término Ae es cero cuando t-—»o . Enton-
ces para encontrar el valor de t para el cual la ec. (4.22) alcan
za sus valores maximos, igualamos a cero la segunda parte de la -

primera derivada:

—pdsen(pdt-xd)-ncos(pdt—<d) =0



sen (pyt-=4) _ _ 1 . tan (pgt-ey)

_cos (pdt-ecd) Py
t = tan-l(—nﬂ%3+“d , como primer valor y los subsecuen
p
d

tes,and segundos después.

Para ubicar los puntos en los que la ec. (4.22) es tan-

gente a sus envolventes, la igualamos a fl(t) = Ae-—nt y fz(t) =

—Ae_nt.

-nt -nt
Ae cos(pdt-qa) = Ae

cos(pdt-«h) =1

lo que implica que la expresidén dentro del paréntesis es igual a

’

pdt—a(d ._ZJTY J=0, 1, 2, 3, PR
t = 2jw+¢d
Pa
de igual manera para f2(t), encontramos
t = m12j+l) + «d j=0, 1, 2, 3, ...
Pa

Cuando la relaciédn n/pd es pequefia (0.25 o menos) puede verificar
se, y se hard al final de este capitulo, que los puntos méximos y
los puntos de tangencia préacticamente coinciden.

La interpretacién grafica de las ecs. (4.19) y (4.20) -
para velocidad y aceleracidén respectivamente, se lleva a cabo en
forma muy similar a la efectuada sobre la ec. (4.18); consideran-

do

51

>
!

. 2
\L-(Z . ((—nxo—p xo)/pd)

o para la ec. (4.19), y

a = J(-anx +pPx P + (% (n®-pF)+np x ) /py)° para la

ec. (4.20).

4.3 CASO I1. SISTEMA AMORTIGUADO CRITICAMENTE.

Para un sistema con amortiguamiento critico, n=p y la -

4-9



expresién dentro del radical es igual a cero, es decir
2
(c/2m)” - &/m = 0

c = 2mp = C.p COMo se definié anteriormente. En este -
caso las dos raices de la ecuacién caracteristica son iguales a
-p

ry =r, =-n=-p » (4.26)
Al tener raices repetidas, la solucién toma la forma particular -
de

_ -pt -pt
x = Cye + C,te (4.27)

sujeta a las condiciones iniciales

x(t=0) = X ,

%(t=0) = *o

Para encontrar los valores de Cl y CZ’ sustituimos las

condiciones iniciales en la ec. (4.27) y su primera derivada, de

tal manera que
X, = Cl (4.28)
X(t) = -pCle—pt+02(e-pt-pte_th
xD = --pCl
X, o+ px = 02 (4.29)

+ C2(l—0)

Con estos valores para C1 y 02 dados por las ecs.(4.28)
y (4.29) evaluamos la ec. (4.27) y asi llegamos a la expresidn fi

nal para el desplazamiento del sistema

_ -pt . -pt
x(t) = x e + (xo+pxo)te '
x(t) = e PP(x 4+ (% _+px_)t) (4.30)
‘ o o o
La primera y segunda derivada con respecto a t, de la ec. (4.30),

nos dan las expresiones correspondientes a la velocidad y la ace-

leracidén respectivamente. Asi pues, derivando una vez:

x(t) = e‘pt<>'<o_(>zo+pxo)pt) (4.31)

Yy para la aceleraciédn:



% (

La

t) = e—pt(-p(2i°+px°) + (io+px°)p2t) (4.32)

interpretacién gréfica de la ec. (4.30) se muestra -

en la Fig. 4.3 para un valor fijo de xo mayor que cero y varios -

valor

s

es de x

o

(o]
A

FIG.

> t—e00
\-/

4.3 REPRESENTACION GRAFICA DEL DESPLAZAMIENTO
PARA EL CASO AMORTIGUADO CRITICAMENTE CON
LR >0 Y VARIOS VALORES DE io

En la curva 1, el valor de *o es positivo; en la curva 2, igual a

cero;

para 1

a numero 3, io es negativo y ademéds el término -liJ +

px0 es mayor de cero; por ultimo en la curva 4, io es también me-

nor qQque cero pero —Iio|+ pxo es negativo.

sos,

As

el mov

i pues, podemos observar que en cualquiera de los ca-

imiento pierde su caracter oscilatorio.

4.4 CASO III. SISTEMA SOBREAMORTIGUADO.

En

2 -
este Gltimo caso n>p, n —p2>0 ¥y las raices de la e--

cuacién caracteristica (4.8) son reales y neggativas, dadas por ;a

ec. (

4.9); de tal manera que la solucién de la ec. (4.4) estsd da-

da directamente por la ec. (4.10}):

donde

X

r.t r.t




Si sustituimos para t=0,

las condiciones iniciales

x(t=0)=xo y i(t:o):io. tenemos que
X, = Cl+C2 02 = xo-—C1
xo = rlCl+r202, sustituyendo el valor de Cz:
X0 = r2x°+Cl(r1-r2 .
de donde
Cl = xo—r2x0
r,.-r
12 (4.33)
r.xX -x
02 = 1:'L‘(—) [}
1772
Asi, la solucidén general dada por la ec. (4.10) se "trans
forma en:
X -r.x Ty X r_ -%x rzt
x(t) = "0 270 e + 01 "o e (4.34)
(ry-ry) (ry-ry)
Definamos pé = JnE-p = pl -1 (4.35)
entonces
= - 1
r; = -n+p}
= —nen!
I‘2 - n pdy
con estos valores C1 y C2, las ecs. (4.33), se expresaran ahora -
como
. o oy s
c, - X xo( n pd) xo(n+pd)+xo
- M \ 0
n+pd+n+pd 2pd
- ') - % !~ -X
c. = xo( n+pd) X xo(pd n) X
2 2p! 2p "
Py Pg
yla ec. (4.34),
Cyap  (-nepl)t ' ;  (-n-pjlt
x(t) xo(n+pd )+xo e d xo(pd—n)—xo e d
2pd 2pd
_ x_(n+pl)+x . . . '
= "o d °, ntepdt*xo(pd n) X e—nte—pdt

2pé

Zpé



] L] )
Zpd 2pd Zpd
x(t) = e Pt [x,n 't -p't, Yo 't -p't
- = (ePa*-e7Pa%)+s2(ePat+ePatys
2p g 2

1 -
—ET(epdt—e pdtﬁ

Zpd
Si
senh x = %(e*-e7¥)
cosh x = Z(ex+e‘x) .
entonces
x(t) = e—nt[igf(senh pét)+x°(cosh pét)+fg(senh pétﬂ
Py P3
x(t) = e—nt(xocosh pét+xon+*o senh pét)

Pg
Ya que €= n/p, entonces n = £p

la expresién final para el desplazamiento en el caso sobreamorti-
guado es

x(t) = e_gpt(xocosh pét+xon+*o senh pét) (4.36)

Pg

La ec. (4.36) no representa un movimiento oscilatorio;
la resistencia viscosa es tan grande que cuando el cuerpo es libe
rado no vibra, solo se deslizé gradualmente de regreso a su posi-
cidén de equilibrio. Gréficahente, la respuesta de un sistema so-
breamortiguado es similar al de uno amortiguado criticamente; so-
lo que el regreso a la posicidén de equilibrio requiere més tiempo

debido a que la relacidén de amortiguamiento se incrementa.

4.5 DECREMENTO LOGARITMICO.

Volviendo al caso subamortiguado, seccidén 4.2, hemos --



visto que la proporcién de amortiguamiento depende de la relacidn

n/p, ec. (4.25); y de la Fig. 4.2, podemos observar que la rela--

cidén entre dos amplitudes méximas sucesivas x . y x_. , seré
mi mi+1
X . -nt,
LS Ae_n(; —— = e"Tg = oF (4.37)
mi+l Ae i d

El término £ en la ec. (4.37) es llamado DECREMENTO LO-

GARITMICO y es igual a

Yy puede usarse para determinar experimentalmente el coeficiente -

de
de
de

£ = 1n *mi_ = nTy = 2m 2 2mn _ (4.38)
*mivl Py P

amortiguamiento n. Para ello, se deberd establecer por meddio
la experimentacién, la relacidén entre dos amplitudes maximas -

vibracién sucesivas. Sin embargo, se obtendrid una mayor preci

sidén en los resultados si se utiliza mejor la relacién de dos ci-

clos no consecutivos. En este caso la ec. (4.37) seréa
X . :
S - eI (4.39)
mi+]j

donde j representa el numero de oscilaciones tomadas después de -

la oscilacién i.

Entonces la ecuacidén para el decremento logaritmico que

dard expresada como,

el
es
De
de

In *mi (4.40)

Xmi+j

A lo largo de este capitulo, hemos considerado siempre
coeficiente de amortiguamiento n como una cantidad positiva, -
decir, como una fuerza resistente que se opone al movimiento.
esta forma, la energia en el sistema es disipada y la amplitud

la vibracidén disminuye con el tiempo, hasta que el movimiento

desaparece. No obstante, existen casos en los que por el contra-

rio, la energia es guardada dentro del sistema y como resultado -

la

za

amplitud de vibracidn crece. Es en estos casos donde se utili

la nocidén de AMORTIGUAMIENTO NEGATIVO.



e

Asi, segin la ec. (4.15), si n es negativo el factor --
-n . R .
e crece con el tiempo y las vibraciones se superponen gradual-
mente. Si consideramos que cuando n es positivo y las vibracio--
nes desaparecen, estamos en el caso de un MOVIMIENTO ESTABLE; de
la misma forma podemos decir que el caso de n negativo representa
rd un MOVIMIENTO INESTABLE. Este Ultimo tipo de problemas no los
consideraremos por no ser de interés dentro de la Ingenieria Ci«-

vil,

4.6 PROBLEMAS RESUELTOS.

P.4.1. Como complemento de la seccién 4.2, demostrar --
que cuando la relacién n/pd es pequefia (0.25 6 menos), los picos
Yy los puntos de tangencia préacticamente coinciden, considerardo -
los siguientes casos:

1.- X, >0 y io =0

2.- X, =0 y io >0

SOLUCION:
1.- X, > o, *o =0
-nt
x(t) = Ae cos(pdt—xa) (a)

donde

A = sz + (i +nx \2‘, si x =0
0 [ o
\Pd)
1
A = st + (nxo/pd)2 = xg Jl + (n/pd)2 (b)

ademéds el tiempo para el cual tenemos un maximo o minimo de (a) -

- estd dado por

t = tan-l(-n/pd)-nxd (c)
1Y

d
entonces, sustituyendo (b) y (c) en (a)
-1
x(tp) = x, ll*(n/pd)ﬁ e—n(tan (-n/Ld)+«a)/Dd

cos (pd(tan—l(—n/pd)+~%)/pd - =)



-1 :
como n/pd £ 0, tan (—n/pd) = —n/pd y cos (—n/pd) z ]

entonces
x(t ) = x_ e P(-n/Pgrey)/pg (a)
p <)
Ahora sustituimos (b) y (¢) en £(t)=ae" "t
-1
~ -n(tan “(-n/p_ )+e. )/p
f(tp) = X ‘1+(n/pd) e d d d
£(t ) = x_ e (n/Pgreq)/py (e)
P o -
De las ecs. (d) y (e) concluimos que x(tp) = f(tp) para valores de
n/p préximos a cero. RESPUESTA
2.- x = 0, X >0
[ <)

De manera andloga al inciso anterior,
A = xo/pd (f)
Y sustituyendo (f) y (c) en las ecuaciones para x(t) y f(t) tene--

mos
—n(—n/pd+o<:d)/pd

]

(x,/py)e (g)

(h)
RESPUESTA

x(tp)
—n(—n/pd+’«:d)/pd

f(tp) (ﬁolpd)e

cuando n/pd =0

P.4.2. Para el sistema de la Fig. P.4.2, si el peso w --

tiene un desplazamiento inicial x, = 1.0 in. y una velocidad ini--~
cial *o = 20 in/seg, determinar el desplazamiento y la velocidad -
un segundo después. Suponga que el sistema tiene un 15% del amor-

2, w = 3000 1b y

k = 2000 1b/in. Suponga ademés, que la masa de la viga y la de --

tiguamiento critico. L = 100 in., EI = 108 lb-in

los resortes que soportan al peso w, son despreciables.

1
FIG. P.4.2 {
A EL &




SOLUCION:

ky = k,+k+k = 3EI/L3 + 2k

k, = 3(108 lb—inz) + 2(2000 1b/in) = 4 300 1b/in
(100 in)3

m = w/g = 3 000 1b = 7.764 1b-s2/in

386.4 in/s2
p ={&/nm Ja 300 1b/in__ V= 23,534 s~ !
7.764 1b-s52/in

Ccr = 2mp = 2(7.764 lb—sz/in)(23.534 s-l) = 365.436
€ = 0.15 = c/cCr , entonces
¢ = 0.15 ccr = 0.15(365.436 1lb-s/in) = 54,815 lb-s/in
n = c/2m = 54.815 1lb-s/in = 3.53 s
2(7.764 lb—sz/in) :
- . _
py =4 P2~ n? = [(23.534)%-(3.53)% = 23.268 5
Para movimiento subamortiguado:
J 2 (x +nx)2—|
A = |{x_ +f0 o
|
1
A=](1.00% + 20+(3.53)(1.0)>§' = 1.422 in
23.268
. -1 -1
4= cos (xo/A) = cos ~(1.0/1.422) = 0.791 rad

Utilizando todos los valores anteriormente obtenidos, en la ec. -
(4.22):
x(t)

-nt
A e cos(pdt~uh) , en t=1 s

%(1) = (1.422 in)e~3-53(1.0)

cos(23.268x1.0 - 0.791)
x(1) = -0.037 in RESPUESTA

Y, en la primera derivada de la ec. (4.22) para la velocidad:
. -nt
x(t) = ~-Ae (ncos(pdt-uh)+pdsen(pdt—fa)

x(1) = (-1.422)e‘3‘53(3.53cos(23.268-o.791)+23.268

sen{23.268-0.791))
x(1)

t

0.583 in/s RESPUESTA
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P.4.3. La amplitud de vibracidén del sistema mostrado en

la Fig. P.4.3, se observa que decrece 5% en cada ciclo consecutivo
de movimiento. Determinar el coeficiente de amortiguamiento ¢ del

sistema. Considere k=200 1b/in, m=10 lb—sz/in

FIG. P. 4.3

SOLUCION: .

X, = 0.95 X

£:= 1n xl/x2 = 1ln x1/0.95x1 = 1ln(1/0.95)= 0.0513

Cop = 2mp = 2m|k/m = 2(10)(,&00710') = 89.443 1lb-s/in

£ 2nn/p =‘2"°/Ccr = 0.0513, entonces

[¢]
]

0.0513 ¢__/2wr = (0.0513)(89.443)
er 2w

[¢]
1]

0.7303 1lb-s/in RESPUESTA

P.4.4. Se observdé experimentalmente que la amplitud en -
vibraciones libres de una cierta estructura, modelada como un sis-
tema de un grado de libertad, decrecié de 1.0 in a 0.4 in en 10 ci
clos. ¢(Cudl es el porcentaje de amortiguamiento critico?

SOLUCION:

Utilizando la ec. (4.40)

£ =1 1n x__./x
3 mi

(1/10) 1n (1.0/0.4) = 0.092
2me , entonces £= f£/2w
0.092/2w = 0.015 = 1.5% RESPUESTA

mi+j

[}
" i}

"



tiguado con un resorte de constante k=30 kips/in y una frecuencia

natural no amortiguada p=25 rad/s. Experimentalmente se encontré

que una fuerza de 1 Kip, produce una velocidad relativa de 1.0 in/

i

s, en“el elemento amortiguador. Encontrar,(a) la relacién de amor

tiguamiento ¢, (b) el periodo de amortiguamiento Td’ (c) el decre-

mento logaritmico £, y (d) la relacién entre dos amplitudes conse-

cutivas.

(a)

(b)

(e)
(d)

SOLUCION:
p2 = k/m , entonces m = k/p2 = 30 000 1lb/in = 48 lb—52
(25 5—1)2 in
F = c¢cXx , entoces ¢ = F/Xx = 1 000 1b = 1 000 lb-s/in
1.0 in/s
€ =n/p = ¢c/2mp = 1 000 lb-s/in .
2(48 1b-s2/in)(25 s~ 1)
€ = 0.417 RESPUESTA
Td = Zﬂ/pd
n = c/2m = 1 000 1b-s/in = 10.417 s !

2(48 lb—sz/in)

1 -
py = \p2-n? = {(25)2-(10.417)2 = 22.726 5%

Tq = 2T /22.726 st - 0.276 s RESPUESTA

£ = 2we = 2m(0.417) = 2.62 RESPUESTA
£

£ = ln(xl/xz) entonces e =x1/x2

x /%, = ¢(2-62) 13.734 RESPUESTA



"METODOS NUMERICOS PARA EL CALCULO DE LA .
RESPUESTA DE SISTEMAS DE UN SOLO GRADO DE
LIBERTAD"

En este capitulo y el siguiente, analizarémos la solu---
cién de los sistemas de un solo grado de libertad sujetos a la ac-
cién de fuerzas externas excitadoras (F(t)#0), para los Problemas
de Valores Iniciales de la Dindmica Estructural definidos por los

dos siguientes modelos matematicos:
m¥ + kx = F(t)
x(t=0)
. x(t=0)

X Caso No Amortiguado
x
o

m¥ + ¢cXx + kx = F(t)
x(t=0)
x(t=0)

X, Caso Amortiguado

%
el

El hecho de que anteriormente se hayan estudiado siste--

mas en vibraciones libres (F(t)=0) se debe fundamentalmente a las
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"METODOS NUMERICOS PARA EL CALCULO DE LA ‘
RESPUESTA DE SISTEMAS DE UN SOLO GRADO DE
LIBERTAD"

En este capitulo y el siguiente, analizarémos la solu—w==
cidén de los sistemas de un solo grado de libertad sujetos a la ac-
cién de fuerzas externas excitadoras (F(t)#0), para los Problemas
de Valores Iniciales de la Dindmica Estructural definidos por los

dos siguientes modelos mateméticos:
m¥ + kx = F(t)

X(t=0)
% (t=0)

Xq Caso No Amortiguado

X
=]

m¥ + cXx + kx = F(t)
X(t=0)
x(t=0) x

1]
x

Caso Amortiguado

El hecho de que anteriormente se hayan estudiado siste--

mas en vibraciones libres (F(t)=0) se debe fundamentalmente a las
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siguientes razones:

a) La respuesta en el caso general (F(t)#0) requiere del
conocimiento previo de la manera de comportarse en vibraciones 1li-
bres con el objeto de determinar entre otras cosas, la frecuencia

angular p, el periodo natural T y la frecuencia natural f.

b) En la préctica, cuando se tiene una estructura someti
da a la accidén de una fuerza excitadora, una vez que ésta ha termi

nado, el movimiento subsiguiente es en vibraciones libres.

c) Desde el punto de vista didéctico, por la sencillez -
matemdtica del modelo que corresponde a las oscilaciones libres, -

es conveniente estudiarlas al inicio.

La solucidén de los sistemas de un solo grado de libertad
bajo la accién de fuerzas externas puede determinarse de dos for--
mas:

1.- Métodos numéricos

2.- Métodos exactos

En eéte capitulo estudiaremos los métodos numéricos, los
cuales son faciles de entender y se basan en la aplicacién de sen-
cillas férmulas recurrentes en cada intervalo de tiempo; los cua--
les son mas precisos entre mas pequefio sea el intervalo de tiempo.
Entre los principales métodos numéricos se citan: el Método de los
Impulsos de Aceleracién, Método de la Aceleracién Promedio, Método
de la Aceleracién Lineal y el Método 8 de Newmark.

Los métodos exactos, como su nombre lo indica, dan una -
solucidén exacta del comportamienté del sistema, lo cual no sucede

con los métodos numéricos ya que la solucidén es aproximada. Por

e}

tra parte, los métodos exactos son més complejos debido a que se -
necesitan métodos de integracidén para determinar la solucidén del -
sistema; Ademas, hay casos en que debido a la variacién de la --
fuerza excitadora o por razén de que el sistema es no lineal, se--
gin se vera en el siguiente capitulo, es imposible obtener una so-
lucién exacta de la ecuacidén diferencial del movimiento.

En las secciones siguientes se desarrollarédn con cierto

detalle los algoritmos de los métodos numéricos anteriormente men-
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cionados, ilustrando la aplicacién de los mismos en ciertos casos

especificos.

5.1 METODO DE_LOS_IMPULSOS_DE_ACELERACION.

5.1.1 ECUACION DEL DESFLAZAMIENTO

Este es un procedimiento mediante el cual se resuelve la
ecuacién de Movimiento paso por paso, empezando en el tiempo céro,
donde el desplazamiento y la velocidad son conocidos (condiciones
iniciales).

En el tiempo t=ti, la aceleracién ai=5ii es igual a la --
pendiente de la tangente a la curva velocidad-tiempo como se indi-

ca en la Fig. 5.1, es decir,

®; = dv, +(5.1)

dt

X, 17" "~~~ ""7~
1 [
1
\
1
} » t
t,
i
FIG. 5.1
Supondremos que para los tiempos ti-l’ ti, ti+1’ los des
plazamientos y las velocidades son xi—l’ xi. xi+1 Yy Xy 4 xi, xi+1

respectivamente, como se indican en las Figs. 5.2 y 5.3.

Debido a que el intervalo de tiempo At es muy pequefio, -
la pendiente de la tangente a la curva puede aproximarse por la =--
pendiente de la secante, como se muestra en las Figs. 5.2 y 5.3.

De la Fig. 5.2, aplicando el criterio anterior y hacien-
do una aproximacién hacia adelante, es decir, obteniendo la pen---

diente de la secante entre las velocidades ii y ii+1 se determina

5-3
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";tan—l&'.
i

FIG. 5.2
| d=tan % " .
. -1,
<tan X,
it
6=tan x
-1,
xi+r,.___-__..____ Xztan xi
[}
X ——mm——— o |
i ! i
Xi—-l— ! :
i i : » t
Ha000h tiel
FIG. 5.3
la aceleracién xi,
1% X1 T % (5.2)
At

En el tiempo t=ti, la velocidad vi=)'(i es igual a la pén—
diente de la tangente a la curva desplazamiento-tiempo, como se in

dica en la Fig. 5.3,

%, = dx, (5.3)
dt

~

Haciendo una aproximacién hacia atras, y con la ayuda de

la Fig. 5.3, se obtienen las velocidades x, y x

i i+’



X=X, o= %y (5.4)
at
Xiv1 T Xia1 T Xy (5.5)
at

Susﬁituyendo las ecuaciones (5.4) y (5.5) en la ecuacién (5.2) y -

despejando el desplazamiento para el tiempo ti+1:

ox, - + xi(at)z (5.6)

X, = . X,
i+l i i-1

Reacomodando términos en la ecuacién anterior, se obtiene:

Xip1 = %5 +( X=X, g o+ kiAt)At (5.7)
At
donde:
f} B xi—l , €s la velocidad promedio en el intervafo —_———
at (ti-l' ti); y al término:

XiAt, se le denomina INCREMENTO DE ACELERACION O IMPULSO
DE ACELERACION ii, de aqui, el nombre del método.

Vc i S PUR xiAt (5.8)
At

Sustituyendo la ec. (5.8) en la ec. (5.7),

Xio1 = %5 0+ VcAt (5.9)

5.1.2 CASO NO AMORTIGUADO

Analizando la ec. (5.6) nos damos cuenta que falta por -
determinar el valor de la aceleracidn xi, el cual puede establecer
se a partir de la ecuacidén de movimiento para el caso no amortigua
do: .

m¥ + kx = F(t) (5.10)

Debido a que esta ecuacién es valida para cualquier tiempo ti,

m¥X., + kx, = F, (5.11)
i i i

Despejando ii:

o 2
%, = SE -p %, (5.12)



Sustituyendo la ec. (5.12) en la ec. (5.6), se obtiene finalmente

la ecuacién del desplazamiento para el tiempo ti+1’ xi+1;

Xi,1 = (2—(pAt)2)xi Xy gt ﬁi/mXAt)z (5.13)
La férmula recurrente dada por la ec. (5.13) es obviamen
te aproximada, pero da resultados precisos tomando intervalos de -
fiempo pequefios en relacidén a la variacién de la aceleracién. En
realidad, como At-=0 la solucidén se vuelve exacta, aunque el nimero
de cédlculos se incrementa cuando At se reduce, con lo cual se in--
crementa el nimero de intervalos de tiempo involucrados. En gene-
ral, se ha encontrado que resultados suficientemente precisos para
propésitos practicos pueden obtenerse si el intervalo de tiempo se
toma no mas grande que un décimo del periodo natural del sistema.
Antes de utilizar esta férmula, es necesario utilizar un
procedimiento especial en el primer intervalo de tiempo ya que, en
t=0, no existe valor de Xi 1+
Existen dos opciones para el cdlculo del desplazamiento

Xy correspondiente al primer intervalo de tiempo.

5.1.3 OPCIONES PARA EL CALCULO DEL DESPLAZAMIENTO Xy

PRIMERA OPCION.- Asume que la aceleracién en el primer -
intervalo de tiempo (to,tl), varia linealmente tal como se indica

en la Fig. 5.4.

Y
—

%(t)

P S A

o
—

&3

at
FIG6. 5.4 GRAFICA ACELERACION-TIENPO

La ecuacién de la recta de la Fig. 5.4 es la siguiente:



R(t) = %X, + ¥_-% t (5.14)
at

Integrando la ecuacidn anterior:

Sx<t)dt = Sxodt + xl-xo Stdt (5.15)
at
Por definicién:
Sx(t)dt = Sﬂi_dt (5.16)
dt

Sustituyendo la ec. (5.16) en la ec. (5.15):

X
0 -1 _0J,

(*ax = xogtdt + % % Sttdt (5.17)
X [ At

I3

Resolviendo la integral y reacomodando términos, se ob--
tiene la ecuacidén de la velocidad para cualquier tiempo t dentro -
del primer intervalo de tiempo.

. . " o s 2
X = X, o+ xot + xl—xo t (5.18)

at 2

Si la ecuacidén anterior nuevamente se vuelve a integrar,

se obtiene la ecuacién del desplazamiento correspondiente al pri--
mer intervalo de tiempo.

. o L2 o o 3
X = xo + kot 4 ot + X =%t (5.19)

2 at 6

Ahora, sustituyendo en la ecuacién anterior t =At, se ob

tiene

. o o 2
X = x5 4 xOAI + é(x1+2xo)(At) (5.20)

En la ec. (5.20) se conocen las condiciones iniciales de
velocidad y desplazamiento (io, xo) Yy el intervalo de tiempo at, y
se desconocen las aceleraciones xo y Xl, determindndose a partir -

de las ecuaciones de movimiento.

5%

2
o FO/m -p x, (5.21)

%

2
1 Fl/m -P X, (5.22)



Sustituyendo los valores de Xo y kl en la ec. (5.20), finalmente -

se obtiene la ecuacidén del desplazamiento x

1'
1—(pAt)2 x. + x.at +(2F +F At2
( —~—§——j 0 (¢} 0 1)
Xy = 6m (5.23)
(1+(pAt)2)
e 6

SEGUNDA OPCION.- supone que la aceleracién en el primer

intervalo de tiempo (to,tl), es constante e igual a ko, tal como -
se indica en la Fig. 5.5.
X
5€° :
J T
! !
' 1
I |
i ! .t
£ t El
+ ¥
at !
FIG. 5.5 GRAFICA ACELERACION-TIEMPO
¥(t) = ®q (5.24)
Integrando:
Sx(t) = sxodt (5.25)
Sxd)'c = Stiéodt ‘ (5.26)
X 0
o
Resolviendo la integral,
X = ko o+ Xgt (5.27)
Integrando.de nuevo la ecuacidn anterior,
X = X, + %X .t + %% t2 (5.28)

0 o] 0
Por dltimo, sustituyendo la ec. (5.21) en (5.28) y toman

do t=at se obtiene la ecuacién para el desplazamiento x

l,
x, =(1-(pat)?)x. + %.at + F_(at)? (5.29)
1‘—92—0 0 0 .
2m )
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Esta opcién no puede utilizarse cuando las condiciones i

niciales de velocidad y desplazamiento y la fuerza Fo son nulas, -

debido a que x

1 seria igual a cero, en este caso, se recomienda u-

tilizar la primera opcidn.

Datos de entrada: k, m, F(t) (ecuacién o en forma tabular), x

10

20

30
40

5.1.4 ALGORITMO DEL METODO

4

X
o’ o
Calcular la frecuencia circular p y el periodo de tiempo T

p =Jk/m ; T = 2n/p ‘
Definir el intervalo de tiempoat,
At<T/10

Calcular el desplazamiento x, con las ecs. (5.23) o (5.29)

1

Calculo de x, con la ec. (5.13), aplicdndola para cada uno -

i+l?
de los intervalos de tiempo considerados.

5.1.5 CASO AMORTIGUADO

En este caso, también se parte de la ec.(5.7), pero la a

celeracién Xi se obtiene a partir de la ecuacién de movimiento pa-

ra el caso amortiguado.

X, = F,-cx,-kx, ) (5.30)
i i i i

Sustituyendo en la ec. (5.7), la ec. (5.30):

. 2
X4 = 2xi - X gt Fi—cxi—kxi (at) (5.31)

m

Donde ii es la velocidad promedio en el intervalo (xi’xi—l) y estéa

dada por:

Xg o= x5-x%g (5.32)

-1
At

Sustituyendo la ec. (5.32) en la ec. (5.31) se obtiene finalmente



la ecuacién recurrente del desplazamiento:

X, = (2—2nAt-(pAt)2)xi—(1-2nAt)xi_

2
141 +Fi(At) (5.33)

m

1

5.1.6 OPCIONES PARA EL CALCULO DEL DESPLAZAMIENTO x

PRIMERA OPCION.- La aceleracidén varia linealmente en el
primer intervalo.

Las aceleraciones XO y X, se calculan a partir de la e--

1
cuacién de movimiento para el caso amortiguado,

Xy = Fo—cxo-—l_(x0 (5.34)
m
%, = Fl—cxl—kxl (§.35)
m
donde: X, o= x -xg (5.36)
at

Sustituyendo las ecs. (5.34), (5.35) y (5.36) en la ec. (5.20), se

obtiene la ecuacidén para determinar el desplazamiento Xq

1+nAt—(pAt)2 X. + {1-2nat |x.at + |[2F _+F (At)2
0 — 0 0 1
3 3 _ =
6m
X S

1 P+2nAt+(pAt)2]
6

(5.37)

SEGUNDA OPCION.- La aceleracién es constante en el pri--
mer intervalo. )
Sustituyendo la ec. (5.34) en la ec. (5.28), se determi-

na la ecuacidén para el desplazamiento xl,

X, = 1--(pAt)2 x.+(l-nat)x.at+F (At)2 (5.38)
1 "0 [¢] 0
2 ————
2m
5.1.7 ALGORITMO DEL  METODO

4=

- F(t)
S R




1° Obtener los datos de entrada k, c, m, Xq» *O y F(t).
2° Célculo de p y T.
3° Definir el intervalo de tiempo at.

4° Calcular el desplazamiento X, con las ecs. (5.37) & (5.38).

5° Calcular X;,q con la ec. (5.33), aplicandola para cada uno de -

“-los intervalos de tiempo considerados.

Si en las ecuaciones correspondientes al caso amortigua-
do, (5.33), (5.37) y (5.38), n se hace cero, se obtienen las ecua-

ciones para el caso no amortiguado, (5.13), (5.23) y (5.29).

5.2 METODO DE LA ACELERACION PROMEDIO.

5.2.1 ECUACION DE DESPLAZAMIENTO

.

Este método supone que la aceleracidén en el intervalo --
(ti,ti+1) es igual a la aceleracidén promedio entre los tiempos i e
i+1, Fig. 5.6. Se considera que es un método incondicionalmente -
estable, es decir, la solucidén es convergente; no obstante a 1lo an

terior, no es muy preciso.

Az

FIG. 5.6 GRAFICA ACELERACION-TIEMPO

De la Fig. 5.6 se obtiene la ecuacién para la acelera--—-

cién promedio, en el intervalo de tiempo (ti’ti+1)’

a, = Z(Hi ) (5.39)

i **ivl
De igual forma, de las Figs. 5.7b y 5.7c, se obtienen --

las ecuaciones de la velocidad y el desplazamiento para el tiempo



(a) (b) (c)

FIG. 5.7 GRAFICAS DE ACELERACION, VELOCIDAD
Y DESPLAZAMIENTO EN EL INTERVALO
DE TIEMPO (ti'ti )

+1
ti+1’
.9 = xi'*&ﬁ(xi+xi+1) (5.40)
2
x = x, + X.,at, + (at )Z(X +3% ) (5.41)
i+l i i i i i i+l

2

La ec. (5.41) puede obtenerse al integrar la ec. (5.40).

Por otra parte, se define,

AXg = Xg o o0= Xy (5.42)
Ak, = ko4 o= Ry (5.43)
AX, = X, 4 - Xy (5.44)

Si en la ec. (5.41) se suma y se resta xi en el tercer -
término del miembro derecho, y ademéds ¢l primero se pasa al lado -

izquierdo de ésta, se obtiene:

X, - x, = i.At.+(At.)2(k.
i%vi i i

is1 i —xi+2xi) (5.45)
4

+1

Sustituyendo en la ecuacidén anterior las ecs. (5.42) y (5.44),

- 2, . o
% = xiAti + (Ati) (Axi+2xi) (5.46)
2



y despejando el incremento de la aceleracién Aii,

Axi = 4 (Axi-—xiati)-—Ziii (5.47)
(at )2
i
De igual forma, si en la ec. (5.40) se suma y se resta ﬁi' el tér-

@hino *i se pasa del lado izquierdo y ademds se sustituyen las ecs;
(56.43) y (5.44), se obtiene,

sk, = Ati(Axi+2Xi) (5.48)

2
Sustituyendo el valor de Axi, ec. (5.47), eliminandoc términos,

AX, = 2 ax, - 2% (5.49)

-

Aplicando la ecuacidén del movimiento para el caso amorti
guado a los tiempo ti+1 y ti' puesto que es vAlida para cualquier

tiempo,

mEsq v CK g+ kxi+1 = Fi+1 (5.50)

m¥ + CX, + kx, = F, (5.51)
i i i i

Restando miembro a miembro las ecs. (5.50) y (5.51),

m( % —xi)+c(xi+1—xi)+k(xi —Xi) = F -F

i+l +1 i+l i (5.52)

Definiendo,

AF, = F

i 1417F (5.53)

Sustituyendo las ecs. (5.42), (5.43), (5.44) y (5.53) en
la ecuacién anterior se obtiene la "ECUACION INCREMENTAL DE EQUILI
BRIO DINAMICO", ' .

‘ma%, + cé%. + kax, = AF, (5.54)
1 1 1 1

Donde AFi es la fuerza incremental. Sustituyendo los valores de --

Aki y Aii, ecs. (5.47), (5.49), en (5.54) y reagrupando términos,

4m +2¢c  +k\ Ax. = aF . +/2c+4m X, +2m¥, (5.55)
__......~.2 —_— i i — i i
(At )" at, at

1 1 1



Lo anterior es similar a un resorte de constante k, al -
cual se le aplica una fuerza Q, estirando una cantidad A,
ka = Q

A partir del razonamiento anterior, puede definirse:
* = * .
kiAxi AFi (5.56)

Comparando miembro a miembro las ecs. (5.55) y (5.56) se obtiene,

k* = 4m + 2¢c + k . (5.57)
i —_—Y
(at) Ati
AF* = AF, + [2c+4m \X. + 2m¥%, . (5.58)
i i —] i i
Ati .

Y despejando el incremento de los desplazamientos, ax,, de la ec.
(5.56): '

-

(5.59)

Si en las ecs. (5.57) y (5.58), el coeficiente de amorti
guamiento ¢ se hace igual a cero, se obtienen las ecuaciones para

el caso no amortiguado.

5.2.2 ALGORITMO DEL METODO

1° Obtener los datos de entrada: k, c, m, xo, *o’ Fi; i=0,1,...,n.
2° Determinar p, T, at.
3° Obtener ko con la ecuacién

¥, = l(Fo—cxo—kxo) (5.60)

m
40 Calcular k; con la ec. (5.57)
5° Calcular aF} con la ec. (5.58)
6° Calcular ax; con'la ec. (5.59)
7° Calcular Aki y Aii con las ecs. (5.47) y (5.49)

8° Calcular % con las ecs. (5.42), (5.43) y (5.44).

X, X, .
i+1’ Ti+1’ Ti+1



5.3 METODO DE LA ACELERACION LINEAL.

5.3.1 ECUACION DE DESPLAZAMIENTO

Un refinamiento obvio del método de "Los Impulsos de la

Aceleracidén', es suponer una funcién continua para la aceleracién

# en vez de una funcién escalonada, como se muestra en la Fig. 5.8.

I, < ,

t. t .

FIG. 5.8 FUNCIONES ESCALONADAS Y CONTINUAS DE LA ACELERACION

Asi, el método de la aceleracidén lineal supone que la a-
celeracidén varia linealmente entre des intervalos de tiempo ti y -

ti+1’ como se indica en la Fig. 5.9a.

i

X, +———t———— X, TT—————
i+] _l/kx i+l 3
3 I _____.} : B i
.} i

i ~
fbx =Xi+1_k |Axigxi+l_x
: -t It t t
t 141 i
ek e
at, at,
1 1

(a) (b) (c)
FIG. 5.9 GRAFICAS DE ACELERACION, VELOCIDAD Y DESPLAZAMIENTO
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De la Fig. 5.9a, la aceleracién entre los intervalos ti y ti+1 es
ta dada por la siguiente expresién:
¥(8) = X, + 8%, 8 (5.61)
Ati

Sustituyendo la ec. (5.1) en la ecuacién anterior e in-

tegrando, se obtiene la expresién para la velocidad.

i(z&. (7 a¥%.\ ds
x(&) _ T 1
SX —d?—da_ S _Xi+ _At. (5.62)
1 o 1
K(8) = %, + %,& + %a¥ 5 (5.63)
at,
1

De igual manera, puede obtenerse la ecuacién para el desplazamien
to al sustituir la ec. (5.3) en la ec. (5.63) e integrar la expre
sién resultante.

3

x(8) = x. + iis + 1%152 + B (5.64)

AX .

i 11
2 6 at

1

Sustituyendo en la ec.(5.64)5=AIi se obtiene el desplazamiento --

X,
i+l”

Xi,p = X+ R At o+ ;xiatf + 1%% At? (5.65)
3 6at,

Despejando Axi y aplicando la ec. (5.42),
a%., = 6 ax, - 6 %, - 3%, ' (5.66)
i —y 3t ) i i
(at.) i
i
En forma similar y con la ayuda de la Fig. 5.9b puede -

determinarse la férmula para el cdlculo de Aii,

.Aki = _§Axi - 3ii - ffixi (5.67)
At
i
Sustituyendo las ecs. (5.66) y (5.67) en la ecuacidn incremental
de equilibrio dinédmico, ec. (5.54), y aplicando de nuevo la ec. -

(5.56) se determinan los siguientes valores:

k; =k + 6m + 3c (5.68)
(At.)2 at,
i i



aFY = oF, +m Bs i.+3x% + c[aii+(atiixﬂ (5.69)
at;) —Zz

El método de la aceleracidén lineal es condicionalmente
estable y dard una solucidén divergente cuando se considere un in-
“:crgmento de tiempo Ati mayor o igual que %T. El1 término condicio
nalmente estable significa que el método en algunas circunstan---—
cias produce errores de aproximacidn que se van incrementando —-—
cuando se calculan los desplazamientos correspondientes a instan-
tes de tiempo progresivos. Sin embargo, en general se obtendrén
resultados confiables si escogemos un Ati menor o igual que T/10.
Pero si hay alguna duda acerca de lo adecuado de una solucién nu-
mérica, se aconseja hacer un segundo andlisis con un incremento -
de tiempo Ati igual a la mitad del anterior; si la respuesta ;o -
cambia apreciablemente en el segundo andlisis, se puede suponer -
que los errores de aproximacién que involucra este método son des

preciables.

5.3.2 ALGORITMO DEL METODO

1° Obtener los datos de entrada: k, c, m, X x , F_;

2° Determinar p, T, y Ati.

3° Obtener % con la ec. (5.60).

4° Calcular k; con la ec. (5.68).

5° Calcular AF; con la ec. (5.69).

6° Calcular ax, con la ec. (5.59).

7° Calcular Aki ¥y A&i con las ecs. (5.66) y (5.67) respectivamen~
te.

8° Calcular x x con las ecs. (5.42), (5.43) y (5.44)

. . X,
i+1” Ti+l? Tis+l
en cada uno de los intervalos considerados.

5.4 METODO"A DE NEWMARK'.
4

5.4.1 ECUACIONES DE MOVIMIENTO

Un método muy vers&atil, descubierto por Newmark, el cual

puede ser ajustado para adaptarse a un problema particular, es --



formulado en las ecuaciones siguientes:

X, = X, + Ati(ki+x.

i+l i 1+1) (5.70)

2
. " 2 v 2
Xip1 = Xy Rgaty o+ (-p)x (et )" o« g, (at)) (5.71)
Dentro de ciertos limites, B, puede seleccionarse a gus
to, debido a que es un factor que toma en cuenta la variacidn de
la aceleracidén en el intervalo de tiempo Ati. El valor seleccio-
nado afecta la rapidez de convergencia dentro de cada iteracién,
la estabilidad del andlisis y la magnitud del error. Un valor de
A adecuado estéd relacionado con un buen valor de Ati-
Investigaciones relacionadas sobre el "Método 8 de New-
mark", han demostrado que se obtienen resultados de precisién’a--
ceptable si g se toma dentro del rango de 1/6 a 1/4 y Ati menor o
igual a 1/10 del periodo natural T.
Si en la ec. (5.71) se agrupan términos, se aplican las
ecs. (5.42) y (5.44), y de la expresién resultante se despeja el

incremento de la aceleracién Axi,

ARy = ax, - % - % (5.72)

2
Alat,) Alat,) 2p

Ahora, si en la ec. (5.71) se suma y se resta Xi, se —--
sustituyen las ecs. (5.43) y (5.44) y ademds se sustituye el va--
lor de Aii dado por la ec. (5.72) se obtiene la férmula para el -

cédlculo de el incremento de la velocidad Aii,

Aii = axy - ki - xi(Ati) + Ri(Ati) (5.73)
' zp(Ati) 2p 48

Ty por Gltimo, sustituyendo los valores de Aii y Aii en
la ecuacién incremental de equilibrio dinédmico, ec. (5.54), se de

terminan las ecuaciones para el cidlculo de k; y AF;.

k; = m + c + k (5.74)
A(Ati)z 2p(at,)




aFY = aF, + [ m + c ]i. +[m +C(Ati)-c(4tiﬂ %, (5.75)
28 ap

Inspeccionendo las ecs. (5.72), (5.73), (5.74) y (5.75);
revelan que cuando se toma ﬁ:%, corresponden exactamente al método
de la "Aceleracién Promedio" y si #=1/6, corresponden al método de

la "Aceleracién Lineal".

5.4.2 ALGORITMO DEL METODO

1° Obtener los datos de entrada: k, ¢, m, xo, x F
2° Determinar p, T, Ati y

3° Determinar ﬁo con la ec. (5.60)

4° Calcular k; con la ec. (5.74)

5° Calcular AF; con la ec. (5.75)

6° Calcular ax; con la ec. (5.59)

7° Calcular Aﬁi y Aii con las ecs. (5.72) y (5.73)

8° Calcular x con las ecs. (5.42), (5.43) y (5.44)

. X . X,
i+l Ti+l’ Ti+l

para cada intervalo de tiempo considerado.

5.5 PROBLEMAS RESUELTOS.

P.5.1 Aplicando el método de los "Impulsos de Acelera--—-—

cién, determinar el esfuerzo normal méximo para la viga de la Fig.
P.5.1a, si: w=30 Kips, E=30x106 1b/in2, I=2096.4 ina, 5=175.4 ina,
la fuerza externa es de la forma dada por la grafica de la Fig. P.

5.1b, y las condiciones iniciales son nulas.

F(kips)

0) ®) 4

2 . E | > t(s)
% v 0.08
S + —+

15 ft 15 ft

FIG. P.5.1



SOLUCION:
1° Calculo de p y T
k = 192EI = 192(30x106)(2096.4) = 258 814.81 1b/in

L3 (30x12)3
s m=w =30 000 = 77.64 1b-s2 = 0.07764 Kips—52
g 32.2x12 in in
p =[kl= [éE@'ﬁTZTET“: 57.74 rad/s
m 77.64
T = 27 = 2w/57.74 = 0.11 s

p
2° Célculo del intervalo de tiempo at

at «T/10 = 0.11 = 0.011
10

At = 0.01 seg

3° Calculo del desplazamiento X, con la segunda opcién, ec. (5.29)
X, = FoAt2 = 50(0.01)2 = 0.0322 in
—.— 2(0.07764)

4° Ecuacidén de la fuerza excitadora

F, = 50-625¢t, O<t. 0.08
i i i

5¢ Calculo de los desplazamientos Xy sustituyendo los valores -

+1’
en la ec. (5.13), se obtiene: >

X, = 1.6666x, - x,. + 0.001288F,
i+l i i-1 i
t(s) F(Kips) x(in)
0.00 50.00 0.00000
0.01 43.75 0.03220
0.02 37.50 0.11001
0.03 31.25 0.19944
0.04 25.00 0.26263
0.05 18.75 0.27046
0.06 12.50 0.21227
0.07 6.25 0.09941
0.08 0.00 -0.03854
0.09 0.00 -0.16364
0.10 0.00 -0.23418
0.11 0.00 -0.22664
De la tabla anterior: x ., = 0.27046 in

méax



6° Célculo del esfuerzo normal maximo.

-Esfuerzo normal méximo dindmico-

Q = kx = 258(0.27046) = 69.78 Kips
max max
M = QL = 69.78(30x12) = 3 140.10 Kips-in
max -_—
8 8
7 = M/S =3 140.10/175.4 = 17.90 KSI RESPUESTA
dmax

-Esfuerzo normal maximo estatico-

Qmax = w = 30 Kips
M = wL = 30(30x12) = 1 350 Kips-in
max _— @ #—r
8 8
= M/S = 1 350/175.4 = 7.70 KSI RESPUESTA
emax .

~Esfuerzo normal maximo-

= 7 + 0 = 17.90+7.70 = 25.6 KSI RESPUESTA
max dmax emax

P.5.2. Determinar, utilizando el método de 1la "Acelera--
cidén Promedio", los desplazamientos x(t) para el intervalo de tiem
po (0,0.2), para el sistema de la Fig. P.5.2. Considerar los si--
guientes valores: ¢=0, k=40 1lb/in, w=38.6 1b, xo=0, iozo, y F(t)=

10 cos1O0t (1b).

F(t)
FIG. P.5.2
SOLUCION: .
1° Célculo de p y T
m=w = 38.6 = 0.10 1b;s2/in

g 32.2x12



= J4a0/0.1d = 20 s™1

kel
it
ERE

T = 21 = 217/20 = 0.3142 s

]

at € T/10 = 0.3142/10 = 0.0314 s

entonces tomaremos at= 0.02 s
2° Calculo de ﬁo con la ec. (5.60)

Como x_ = %x_ =0
o )

5&0 = Fo/m = 10/0.10 = 100 in/s2
3° C&lculo de k; con la ec. (5.57)

k'; = 4(0.10) + 40 = 1040 ib/in
(0.02)2

4° Calculo de AF; con la ec. (5.58)

aF¥ = aF, + 4(0.10) %, + 2(0.1o)xi
0.02 .

oF* = AF, + 20x, + 0.20 ¥,
i i i i

5° Calculo de ax, con la ec. (5.59)

Ax, = AF*/1040
i i

6° Calculo de a%; y Aii con las ecs. (5.47) y (5.49)
A%, = 10 000(ax.-0.02%.) - 2%,
1 1 1 1
Axi = 100Axi - 2xi

1) 4 v £Yd —————
7° Calculo de X;,q0 %5,q0 ¥y, coOm las ecs. (5.42), (5.43) y

(5.44) respectivamente

X, = X, + AX,
i+l i A i
X, = X, +AX,
i+1 i i
X. = ¥, + AX,
i+l i i

Los resultados se muestran en la siguiente tabla P.5.2:
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a, sometido a una carga dinédmica horizontal F(t) al nivel de la -
trabe, cuya magnitud y variacién en el tiempo estan dados por la
Fig. P.5.3b; determinar:
- (a) E1 méaximo desplazamiento horizontal de la trabe uti
lizando el método de la Aceleracién Lineal

(b) La méaxima fuerza cortante

(¢) E1 momento flexionante méximo

(d) E1 esfuerzo normal dinadmico maximo debido a la fle-

xién en cada una de las columnas

(a)

F(t) oy M21x73 N21x55 C W2ux76 W21x55
20 £t |W12x40 W12x45 W10x25 W12x40 N10x25
‘/W}W
-l " ». J Je
! 30 ft K 40 ft i 30 ft Y20 ft
(b) “Ht)kws

3 S —

> t(s)

Considerar que el techo es una losa de concreto de 0.5.
pies de espesor, con accidén compuesta entre ella y las trabes; de
tal manera que se puede considerar que las columnas no giran en -
sus extremos superiores. Ademds, se supondrid que los muros exis-—
tentes estardn apropiadamente desligados de las trabes y columnas.
Para el cédlculo de la masa se tomardn en cuenta la losa, las tra-
bes y la mitad de las columnas. El marco soporta un &Area de losa

de 60x120 pies. El peso especifico del concreto es de 150 lb/fta.



Lineal:

SOLUCION:

(a) Aplicando el algoritmo del método de la Aceleracidn

1° Datos de entrada

w(losa) = 150(60)(120)(0.5) = 540 Kips
lOOQ

w(trabes) = (73)(30)+(55)(40)+(76)(30)+(55)(20) = 7.77

1000 Kips
‘w(columnas) = 40(10)+45(10)+25(10)+40(10)+25(10)= 1.75
1000 Kips
w(total) = 549.52 Kips
m = w = 549.52 = 1.422 Kips—52
g 32.2x12 in

-

Del Manual de AISC obtenemos las inercias para cada uno

de los perfiles involucrados:

PERFIL ) INERCIA(in4)

wW21x73 1600

W21x55 1140

W24x76 2100

W1l0x25 133

W1l2x40 ) 310

wWl2x45 351

k = 12EI/L3 para ambos extremos empotrados

k

3EI/L3 para un extremo empotrado y otro articulado

Y como las columnas estan en paralelo la ke es igual a

la suma de las rigideces de cada una de ellas.

Ademéas,

k
e

12(30x10°)(2(310)+2(133))+3(30x10°) (351)
(20x12)3 (20x12)3
25.358 Kips/in

de la Fig. P.5.3b se obtiene:

F(t) = 2+{40/3)t para O st =0.3
F(t) = 9-10t para 0.3 gt 0.6
F(t) = 3 para 0.6 ¢t 0.9



20

30

40

50

60

70

80

Célculo de p, T y Ati

P =J§‘= 25.358/1.422' = 4.22 s~¢
m

T = 27/p 2w/4.22 = 1.489 s

t< T/10 = 0.149 = 0.15 s

Célculo de X, con la ec. (5.60)
Xb =(1/1.422)(2) = 1.406 in/52

Calculo de k; con la ec. (5.68)

k; = 25.358 + 6(1.422) = 404.558 Kips/in
(0.15)2
Célculo de AF; con la ec. (5.69)

* = . i
AFi = AFi + 1'422<(6/0'15)xi+3xi)
= AF. '+ 56.88%, + 4.266%,

1 1 1

Calculo de ax, con la ec. (5.59)

AX, = &F*/k*
i i’7i

Célculo deAAii y Aii con las ecs. (5.66) y (5.67)

o 2 . o
ax, = (6/(0.15) )Axi - (6/0.15)xi - 3xi
= 266.667a%, - 40%. - 3%,
1 1 1
ax; = (3/0.15)Axi - 3%, - (0.15/2)3i

20ax, - 3%, - 0.075%,
i i i

Calculo de xi+1, xi+l’ ie1
(5.44) respectivamente

X, = A, + X,
i+l i i
X, = AX. + X,
i+l i i
X, =AX. + X,
i+l i i

X con las ecs. (5.42), (5.4?) y ———



£€°6°d viavi

9yz2e e~ 8219°0- 6L6C°0 - - - - - 00°¢ 8GS°%0% 06°0 9
LIyt y- €090°0- 106€°0 §266°0- 1L16°0 ¢2¢S0°0-] %860°12- 00°0 6o-¢ 856 40 SL°0 S
8EIS°E- 6€1G°0 6%1€E°0 eHLst0- 6£29°0" ¢S€0°0 80%¢° %1 00°0 0°¢ 8GG° %0 09°0 Y
1646°0- 90¢8°0 £€602°0 {90€°0- (8€6°2Z- 9s01°0 weilt ey 0s°1- Sy 8GS 490 S%°0 £
6985°2 £699°0 9160°0 60ST°0 0¢91°¢- L1t o £829° (Y 0s-1- 0°9 8GG v0Y 0€e°0 l
089%°2 9062°0 8610°0 16LE°0 681170 81L0°0 8460°6¢ 00°¢ 0% 866G 40" S1°0 1
090%°1 0000°0 0000°0 9062°0 0290°1 8610°0 0866 "¢ 00°¢ 0°¢ CEERRA 00°0 0

T 1 T T T T T T 1 T T

TX X X xv ¥V xv *1V EAY i * "3 4




ga F(t),

De donde:

X . = 0.3501 in RESPUESTA
max
(b) V., = 12EI x .,
max max
: 3
L
3
= 12(30x10 ;(310)(0.3501)
(20x12)
V . = 2.83 Kips RESPUESTA
max
"(c) M, = 6EI x .
max — max
2
L
3
= 6(30x10 )(210)(0.3501)
- (20x12) .
M ., = 339.16 Kips-in RESPUESTA
max
(d) g;in = Mméx/S
= 339.16/51.9
. .2
Jain = 6.53 Kips/in RESPUESTA

P.5.4. Para la viga de la Fig. P.5.4a sujeta a una car-

Fig. P.5.4b, calcular: ’
(a) E1 desplazamiento méximo aplicando el método "4 de -
Newmark" para A= 1/4 y pS=1/6
(b) Graficar x(t) en el intervalo (0, 0.5)
(c) E1 esfuerzo normal méximo dindmico
(d) E1 esfuerzo normal maximo total
Considerar que: .
kR = 10 Kips/in, w = 20 Kips y L = 20 ft.
Flkips)
2
k F(t)=2 - (2/0.35)t
r
% W21x55 | N t(s)
%i L +  FIG. P.5.4
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SOLUCION:

(a) Aplicando el algoritmo del método "@B de Newmark":

Datos de entrada:

m=w = 20/(32.2x12) = 0.052 Kips-s2

g in
del Manual AISC I(W21x55) = 1140 ina; S(W21x45) = 110 in3
kv = 3EI‘ = 3(3Ox103)(1140) = 7.422 Kips/in
: L3 (20x12)3

Como el resorte y la viga estin conectados en serie:
1/ky = 1/k, + 1/kp = 0.23473; ‘entonces k. =4.26 Kips/in

Célculo de p, T y Ati

p =k/m =4.267/0.052" = 9.051 s %

T = 2@/p = 24/9.051 = 0.694 s ’
t g T/10 = 0.694/10 = 0.069 s

t = 0.05 s

Calculo de Xo con la ec. (5.60)

%, = F_/m = 2/0.052 = 38.46 in/s®

Calculo de ki con la ec. (5.74)
k* = m + k
b 2
ﬁ(Ati)
Para A= 1/4, k; = 87.46
Para g= 1/6, k¥ =129.06
Calculo de AF; con la ec. (5.75)
L - A 2 > &3
AF* = AFi +(m/,6Ati)xi + (m/2ﬁ)xi

- x _ . "
A= 1/4, aFYt = AF1+4.16xi+0‘104xi

_ * . o
A= 1/6, AFi AFi+6.24xi+O.156xi

Calculo de Ax; con la ec. (5.59)

AX, = aF*/k*
1 1 1

Calculo de Aii y Aii con las ecs. (5.72) y (5.73)



s, = bX, - % /(Baty) - %,/(28)

2
ﬂ(Ati)

i )
28(at)) 28 48

B=1/4, A, 16004xi - BOxi - 2xi
AXx, = 40ax, - 2%,
i i
B=1/6, a¥%, = 2400ax, - 120%, - 3%,
i i i i

&%, = 60ax, - 3%, - 0.025 ¥,
1 1 1

o ) . ” _
8 Calmﬂar)&+1,xi+1,xi+l con las ecs. (5.42), (5.43) y (5.44) res

pectivamente ’
X, = X, + &Xx,
i+1 i i
X . = X, +4&X,
i+l i i
X, = X, +4aX%,
i+l i i

Los resultados se presentan en las siguientes dos tablas

P.5.4a y P.5.4b para #=1/4 y f=1/6 respectivamente.

(b) 8= 1/4

0.5 /”‘\‘l




7 \-
o |/ \
\

4

|
\
SR

X . = 0.554 in "

(c) Calculo del esfuerzo normal maximo

Qméx = kxméx = 4.26(0.554) = 2,36 Kips
M =Q . L = 2.36(20x12) = 566.41 Kips-in
max max
r ] = = -
méx(dln) Mméx/s 566.41/110
= 5.15 Kips/in2 ‘ . RESPUESTA

(d) Calculo del esfuerzo normal total

M . (est) = wL = 20(20x12) = 4800 Kips-in
max

. .2
Fhéx(GSt) = Mméx(eSt)/s = 4800/110 = 43.64 Kips/in

- )
fﬁéx(total) fhéx{est) + méx(dln)

43.64 + 5.15 = 48.79 Kips/in2
RESPUESTA
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"SISTEMAS NO LINEALES DE UN SOLO GRADO DE -
LIBERTAD"

En los capitulos anteriores, al analizar el comportamien
to dindmico de sistemas con un grado de libertad, utilizando para
ello el modelo que represente adecuadamente la estructura; hemos a
sumido que la fﬁerza de rigidez 'es proporcional al desplaza---
miento, asi como que las fuerzas de amortiguamiento (también su=--
puestas como una forma de disipacién de energia), son proporciona-
les a la velocidad. Ademéas, consideramos que la masa en el modelo

.permanece invariable con el tiempo. Asi, la ecuacién de movimien-
to para sistemas de este tipo resulta en una ecuacién diferencial
ordinaria de segundo orden, lineal con coeficientes constantes co-

mo la expresada por la ec. (4.2):
mX¥ + cx + kx = F(t)

Dicha ecuacién representa el comportamiento dinamico de

muchas de las estructuras modeladas como sistemas de un solo grado



de libertad. Sin embargo, existen condiciones fisicas para las --

cuales este modelo lineal no representara apropiadamente el compor

tamiento real de la estructura modelada. En tales casos, es nece-

saria la introduccién de un modelo donde las fuerzas de resorte y

b :
. amortiguamiento no sean proporcionales al desplazamiento y la velo

cidad, respectivamente. Con estas Gltimas consideraciones, la e—-

cuacién de movimiento resultante no es lineal, su solucidn matemé&-

tica es muy compleja y frecuentemente seri necesario hacer uso de

algun método numérico para su integracién.

6.1 ECUACION DE MOVIMIENTO PARA SISTEMAS NO LINEALES.

Consideremos el sistema de un grado de libertad mostrado

en la Fig. 6.la y su correspondiente diagrama de cuerpo libre; Fig.

6.1b. si asumimos que la fuerza del resorte es una funcién no li-

neal del tiempo, como se muestra en la Fig. 6.2a; entonces la pen

diente de la curva Fs - x, definida como la constante de rigidez k

es variable en todos sus puntos;

tante.

De la misma forma,

*

en otras palabras, k no es cons--

si la fuerza de amortiguamiento es --

funcidén de la velocidad, segin se ve en la Fig. 6.2b, podemos afir

mar que el valor de la constante de amortiguamiento definida como

la pendiente de la curva Fd - X, es variable en todos sus puntos.

= x

(a)

—th*F(t)
k

(b)

F(t)e—

Fd(t]c———

F.(t

L F(t)

FIG. 6.1 (a) MODELO PARA SISTEMAS DE UN SOLO GRADO

DE LIBERTYAD,

(b)

DIAGRAMA DE CUERPO LIBRE



(b)

e
Fs(i+1) _______ 7/1__./—____.-

]
/{ ; ki-tano(
Pl |
!
|
\
] X
X,
A
Fd(i+l)
¢.=tan @
Fy(i) !

]
|
}
]
|
|
.

i x'+l
A o
FIG. 6.2 (a) RIGIDEZ NO LINEAL, (b) AMORTIGUAMIEN
TO NO LINEAL. ’

El equilibrio dindmico para un sistema de esta naturale-

za, se establece

FI(t), la fuerza

igualando a cero la suma de la fuerza de inercia

de amortiguamiento FD(t), la fuerza de resorte —-—

FS(t), ¥y la fuerza externa F(t). Asi, para un tiempo cualquiera -
t = ti este equilibrio se expresari como:

FI(ti)+FDSti)+FS(ti) = F(ti) (6.1)
Y un intervalo de tiempo posterior t = ti+1:

Frlti o #Fp (e ) +Fg(t, 1) = Flty,0) (6.2)

Restando miembro

AFIi +

conocida como 1la
NAMICO, donde:

AFIi

oFp; =

a miembro las ecs. (6.1) y (6.2) obtenemos:

AFDi + AFSi = AFi (6.3)

FORMA INCREMENTAL DE LA ECUACION DE EQUILIBRIO DI
i+1) - FI(ti)

FD(ti+1) - FD(ti)



AFg, = Fs(t

F(ti+l) - F(ti) (6.4)

i+1) - Fs(ti)

]

AFIi

Como hemos asumido que la fuerza de amortiguamiento es funcién de
la vélocidad, y la fuerza de resorte funcién del desplazamiento; -
mientras la fuerza inercial permanece proporcional a la acelera-—--

cién, podemos expresar la ec. (6.4) como:

AFIi = mAXi , m=cte.

AFDi = ciAii

AFSi = kiAxi (6.5)
donde:

%, = ®(t, ) - %(t,) ’

Aii = i(ti+1) - i(ti)

Ax, = x(ti+l) - x(ti) (6.6)

Los coeficientes ki y e, en la ec. (6.5), que estan re--
presentados graficamente como las pendientes correspondientes de -
las curvas mostradas en la Fig. 6.2a y 6.2b, se definen como el va
lor de la derivada de la fuerza de resorte y amortiguamiento res--
pecto al desplazamiento y velocidad, respectivamente.

Sustituyendo las ecs. (6.5) en la ec. (6.3), podemos es-

cribir de manera conveniente la ecuacidén incremental como:

ma¥, + c.AX%x, + kK.ax. = AF, (6.7)
1 1 1 1 1 1

donde los valores de c; ¥ ki estan evaluados para una velocidad y

desplazamiento correspondientes a ti Y se supone permanecen Cons--

tantes durante el incremento de tiempo at. Sin embargo, cabe acla
rar, como estos dos coeficientes no permanecen constantes para di-

cho intervalo de tiempo, la ec. (6.7) es una ecuacién aproximada.

6.2 SOLUCION DE LA ECUACION DE MOVIMIENTO PARA SISTEMAS NO LINEA--

El método més efectivo para resolver la ecuacidn no li--

6-4



neal de movimiento, es la integracién paso por paso. En este méto
do, se evalla la respuesta en incrementos sucesivos de tiempo at,
de una magnitud adecuada para el cdlculo. Al inicio de cada inter
valo, se establece la condicién de equilibrio dindmico; luego, la

respuesta para un incremento at se calcula aproximadamente supo---—

‘niendo que el valor de c(%x) y k(x) permanecerédn constantes durante

el intervalo at. El carécter no lineal de estos coeficientes es -
tomado en cuenta evaludndolos nuevamente al inicio de cada interva
lo. Ademés, el desplazamiento y la velocidad al final de cada in-
tervalo son tomados como las condiciones iniciales del siguiente.

Existen muchos procedimientos para efectuar la integra--
cidén paso por paso. En este trabajo estableceremos los algoritmos
para dos de los métodos mas usuales: .

l.- Método de la Aceleracién Promedio

2.- Método de la Aceleracién Lineal

Antes de ello, tratemos un poco el problema de la selec-
cidén de un incremento de tiempo at apropiado; ya que la exactitud
del método depende de la magnitud del incremento seleccionado. Pa
ra ello, pueden tomarse en cuenta los siguientes factores:

1.- E1 periodo natural de la estructura

2.- La relacién de variacién de la funcidén de carga, y
3.- La complejidad de las curvas de rigidez y amortigua-
miento.

En general, la experiencia ha demostrado que puede obte-
nerse una exactitud confiable si el incremento es tomado no mayor

que la décima parte del periodo natural de la estructura
t g T/10 (6.8)

Para la segunda consideracién el intervalo deberd ser lo
suficientemente pequefio como para que represente adecuadamente la
variacién de la carga con respecto al tiempo; y por dltimo, debe -
procurarse que no haya variaciones bruscas en las funciones que de
definen la rigidez y el amortiguamiento, seleccionando para ello -
incrementos mds pequefios en la proximidad de dichos cambios sdbi--
tos. En general, se puede observar que es factible modelar el comportamiento -

mno lineal con una serie sucesiva de comportamientos lineales cambiantes.



6.3 ALGORITMO PARA EL METODO DE ACELERACION PROMEDIO.

1° Datos:

D pendientesco

!
7

(b)

FIG. 6.3 (a) CURVA QUE DEFINE LA VARIACION DE LA FUER
ZA DEL RESORTE (b) CURVA QUE DEFINE LA VARIA
CION DE LA FUERZA DE AMORTIGUAMIENTO.

ademéds, conoceremos como datos los valores de: m, X io y F(t) de
finida por una ecuacién o en forma tabular.
2° Calcular
X = Fo —coxo—koxo (6(9)
om
comenzando con i=0
3° Con la ec. (5.57) calculamos
*
ki = ki+2ci+4m (6.10)

2
At (Ati)

donde ki y ¢, son obtenidos de las graficas de la Fig. 6.3a y -

6.3b respectivamente.

4° Calcular

aF* = AF.+[4m + 20,]*. + 2m¥, (6.11)
i it | — il 7 i
At ,
i
5° Calcular
— * *
ax, = AFi/ki » (6.12)
6° Calcular
8%, = (2/Ati)axi - 2%, (6.13)
7° Calcular
Xi,1 = Xy *oaxy (6.14)



8° Calcular
X;,q = %, o+ A%y (6.15)
9° Calcular
TSI PSRl YEPE DAL YEPETR (6.16)
dondé ) .
FD(i+1) se obtiene de la Fig. 6.3b
FS(i+1) se obtiene de la Fig. 6.3a

10° Repetir los pasos del 3°

6.4 ALGORITMO PARA EL METODO

al 9° para i=1,2,...,n-1

DE ACELERACION LINEAL.

1° Datos: al igual que en el algoritmo anterior, las curvas Fs-x,
FD—i, my, X . *o y F(t) como ecuacién o en forma tabular.

2° Calcular con la ec. (6.9):

¥ = F - c¢c x_ -k x

o o) [ )
m

3° Del capitulo anterior, con la ec. (5.68) calculamos:

k* = k, + 6m + 3c, (6.17)

i i E— i
(at;) at,
4° Calcular:
* = ks ¥ 3% %
AFY aF, + m[G )+3xi] + c{Bxi+AtixJ (6.18)
at .
i 2 1
5° Calcular con la ec. (6.12)
- * *

ax, = AFi/ki
6° Calcular

ak; = 3 ox; - 3% - at, %, (6.19)

ot 2
i

7° calcular con la ec. (6.14)

¥ig1 T Xg A%y



8° Calcular con la ec. (6.15)

X | = X, + AX,
i+l i i

9° Calcular con la ec. (6.16)

X, = 1(F

i+1 = 2507 p(i41) Fs(ia1))
10° Repetir pasos del 3° al 9° para i=1,2,...,n-1,

6.5 COMPORTAMIENTO ELASTOPLASTICO.

La Fig. 6.4a muestra una curva fuerza-desplazamiento que
podemos asociar a cualquier estructura modelada como sistema de un
grado de libertad que llega a fluir pléasticamente. Puede apreciar
se que existe una porcién de la curva en la cual el comportam}ento
es elédstico lineal; después del cual, para cualquier deformacién -
posterior, se presenta el flujo pléstico.

Si la estructura se descarga, el comportamiento vuelve a
ser eldstico hasta que es vuelto a cargar produciendo ahora flujo
pléastico en compresién. Asi, en esta forma, la estructura puede -
someterse a carga y descarga ciclicas. En cada ciclo se disiparé
cierta cantidad de energia proporcional al &area bajo la curva, co-
mo se ve en la Fig. 6.4a.

Todo este comportamiento se simplifica definiendo un pun
to de fluencia, més alléd del cual el desplazamiento adicional ten-
dré lugar para un valor constante de fuerza de respuesta sin nin--
gin incremento posterior de la carga que lo produce. Este compor-
tamiento es conocido como comportamiento ELASTOPLASTICO Y su curva
fuerza-desplazamiento puede apreciarse en la Fig. 6.4b. )

En ella, se representa un ciclo elastoplastico general,
suponiendo que las condiciones iniciales son cero (es decir, x0=0,
io=0) para la estructura sin carga. Ahora, mientras la carga es a
plicada gradualmente, el sistema se comporta eladsticamente a lo —--
largo de la recta Eo; el desplazamiento X, para el cual se inicia
el flujo pléstico, asi como el desplazamiento X, para el flujo ---

plastico en compresién, pueden obtenerse de:



X, = R, /k
t t (6.20)

X
[}

Rc/k

donde Rt y Rc son, respectivamente, las fuerzas que provocan la --

%}flueﬁcia en tensién y compresidn, y k es la rigidez eléstica de 1la

estructura. El sistema estard sobre la recta Eo siempre y cuando
xc<x<xt
R 7 |
§ 13stico R plastico T
|
|
targa descarga
14s+ eldstica
tica
- X il I e X
Lol - X . .
max
pléstico
4
)
FIG. 6.4 MODELOS ESTRUCTURALES ELASTO-PLASTICOS.
(a) COMPORTAMIENTO PLASTICO GENERAL (b)
COMPORTAMIENTO ELASTO-PLASTICO.
Cuando el desplazamiento x alcance el valor x la es——-

tl
tructura inicia su comportamiento pléastico a lo largo de T hasta -
que la velocidad cambia de signo; es decir, x <0. Al ocurrir ésto

el sistema vuelve al régimen eléstico sobre la recta El alcanzando

un nuevo desplazamiento maximo de fluencia xméx sobre T, que ocu--

rre cuando x=0. O sea,
. X = X .
t max (6.21)
X = Xmax ~ (Rt_Rc)

Por el contrario, si ahora el sistema es cargado en com-
presién hasta que alcance el valor xc, permanecerd sobre C siempre

¥y cuando x <0. Cuando x> 0, regresamos de nuevo al comportamiento



eldstico. Ahora:

X = X .
c min
(6.22)
Xg = *min * (Rt_Rc)
k
donde x es el desplazamiento minimo a lo largo de C y ocurriré

6.6 ALGORITMO PARA LA SOLUCION PASO POR PASO DE SISTEMAS ELASTO~--
PLASTICOS CON UN SOLO GRADO DE LIBERTAD UTILIZANDO EL METODO
DE LA ACELERACION LINEAL.

INICIO Y DATOS DE ENTRADA

1l° Establecer los valores para k, m, c, Rt' Rc’ y un listado para
los valores de ti Yy las correspondientes magnitudes de la exci-

tacién F..
i

° = y =
2° Hacer Xy = Oy X, = o]

3° Calcular la aceleracidén inicial
io = F(t=0) (6.23)
m
4° Seleccionar el incremento de tiempo at y calcular las constan--
tes

al=3/At, a2=6/At, a_=4at/2, 34=6/At2 (6.24)

3

5° Calcular los puntos de fluencia

x, = R, /k

t t (6.25)

X
C

Rc/k
‘PARA CADA INTERVALO DE TIEMPO

1° Checar si el sistema permanece en su estado eldstico anterior o
si ya su comportamiento es plastico, presentidndose los siguien-
tes casos: -comportamiento pladstico en tensién

-comportamiento elédstico

-comportamiento plastico en compresién



20

35

4°

50

60

7°

8()

Calcular el desplazamiento x y la velocidad x al final de cada

intervalo tomando en cuenta las siguientes condiciones:

(a) Cuando el sistema es el&stico al inicio del intervalo y

X< Xexg  —---- comportamiento eléstico
X>x, o ----- comportamiento pléstico en tensién
R I comportamiento pléstico en compresién.

(b) Cuando el sistema es pléastico en tensiédn al inicio del in--
tervalo y
X>0 @ ——e-- comportamiento pléstico en tensién
k<0 ——-e- comportamiento eléstico.
(c) Cuando el sistema es pléstico en compresién al inicio del -
intervalo y
X<0 = ——ee- comportamiento plAstico en compresién
x>0  —-ee- comportamiento eldstico.
Calcular la rigidez efectiva:

k; = ki+a4m+a1ci v (6.26)

donde ki es igual a k para comportamiento eldstico Yy es igual a
cero para comportamiento plastico.

Calcular la fuerza incremental efectiva‘?

. _ . "
AFi = AFi+(a2m+3ci)xi+(3m+a ci)xi (6.27)

3

Calcular el incremento de desplazamiento
. * ¥*

Axi = AFi/ki (6.28)
Calcular el incremento de velocidad

Ax, = alnxi-—axi—aaxi (6.29)
Calcular el desplazamiento y la velocidad al final del interva-
lo de tiempo

X, = X, + aX, (6.30)

i+l i i

Xis1 = %3 +AX (6.31)

Calcular 1la acelefacién ki+1 al final del intervalo de tiempo u

sando la ecuacidén de equilibrio dinamico:



1+1)7%41%,7R) v (6.32)

en la cual

R = Rt—(xt—xi+l)k si ocurre comportamiento elastico

R = Ry si ocurre comportamiento pléstico en -
tensién

R =R si ocurre comportamiento plastico en -

C . 7
compresidn.,

Para ilustrar la aplicacién del método de integracién pa
so por paso descrito anteriormente, consideremos el sistema de un
grado de libertad de la Fig. 6.5 con comportamiento elastopléstico
sujeto a una carga como la mostrada en la Fig. 6.5b. Para este e-
jemplo, asumimos que el coeficiente de amortiguamiento permanece -
constante (€=0.087). De aqui que la no linearidad del sistema pro

vendrd de los cambios en la rigidez.

(a) 3—** ) hr)

. m=0,2 K-szlin

£-0.087 t(s)

E=30x103KSI
15 ft [ '
\\\\ ~ AR
(c)
\\\\\v///’jzz/’f 15 ke——,
I1=100 in ;

Y

FIG. 6.5 MARCO CON COMPORTAMIENTO ELASTOPLASTICO
SUJETO A CARGA DINAMICA (a) MARCO, (b)
CARGA, (c) COMPORTAMIENTO ELASTOPLASTICO

La rigidez del sistema durante el comportamiento elésti-

cCo es
k = 12EI = 12x30x10°x2x100 = 12.35 Kips/in
L3 (15x12)3

Yy el coeficiente de amortiguamiento:




0.27 Kips-s/in

(0.087)(2) J0.2x12.385

El desplazamiento y la velocidad iniciales son x°=io=0.

= €c
cr

c

La acele-
racién inicial es
F(0)/k

Los desplazamientos de fluencia son

X 0
[

Xy = Rt/k = 15/12.35 = 1.215 in
y
x = -1.215 in
c
El periodo natural es T=2WJE/k = 0.8 seg (para el sistema elésti--
co). . Por conveniencia numérica, seleccionamos at=0.1 seg. La ri-
gidez efectiva de la ec. (6.26) es
k* = k_.+6 (0.2)+3 (0.27),
i i 5 .
(0.1) (0.1)
k* = k.+128.22 (6.33)
i i
donde
ki= k = 12.35 para comportamiento elédstico y
ki = 0 para comportamiento pléstico.
La carga incremental efectiva de la ec. (6.27) es
. _ . s
aF} = AFi+(a2m+3ci)xi+(3m+asci)xi
aF* = AF +12.822x%x,+0.6137%, (6.34)
i i i i
El incremento de velocidad dado por la ec. (6.29) se convierte en:
A%, = 30ax_.-3%,~0.05%, (6.35)
i i i i
Los c&dlculos necesarios pueden ordenarse convenientemen-
te como se verd en la tabla 6.1.

En este ejemplo con comportamien
to elastopléstice, la respuesta cambia abruptamente en los puntos

donde se inicia o termina la fluencia. Para obtener una mayor e-—-

xactitud, es deseable subdividir el intervalo de tiempo en la cer-

cania de los cambios de estado. -

Este refinamiento del método no
ha sido usado en el presente andlisis. La rigidez calculada al i-

nicio de cada intervalo se ha supuesto constante durante é1.
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6.7 PROBLEMAS RESUELTOS.

P.6.1. El1 marco mostrado en la Fig. P.6.1, es tal que --
sus dos columnas tienen un comportamiento elasto-pléstico perfecto
en la curva carga-desplazamiento, segin se indica en 1la grafica ad
junt;. El marco se somete al pulso de carga rectangular indicado
también en la Fig. P.6.1. En t=0 el marco se encuentra en reposo.
‘ a) Utilice el método de la Aceleracién Promedio, de a-=--
cuerdo al algoritmo desarrollado, para calcular 1la respuesta diné-
mica en el intervalo desde t=0 hasta t=0.55 seg. Suponga que el a
mortiguamiento es nulo.
. b) Repetir el problema anterior usando el método de la A

celeracién Lineal y un at=0.025 seg.

F
2, s JF(KTPS)
m=0.2 KIP-s“/in f -1sL__.a 8
sy ! i
=30 KIP/i ! !
Kporar=30 KIP/in i 3 0
| n /]
f =15 KIP -t -7 " -
sy 0 xy: Yoo ¥nax 1
|
{ 0.25 o
Y ~fs ¢
X =desplazamiento
{ T residual

FIG. P.6.1

SOLUCION:
a):

1° Datos: x =0, x =0
) o

p =J30/0.2'= 12.25 g1
T = 2w/12.25 = 0.5129 s
T/10 = 0.0513 entonces at=0.05 seg

2° X

I

Fo/m = 10/0.2 = 50,in/s2

2
30 k* = k, + 4m/(Ati) = k; + 320



4° AF?*
1
50 AXx.
“ go A%,
° i
0
7 *i+1
. .
8 Xi+1
o . v
9 xi+1
10° xF =
y
b’ =
m
X =
r
11° F .
s1

]

AFi +(4m/Ati)xi+2mxi

AF . +16%_ +0.4%,
i i i
* *

AFi/ki

4OAXi-2xi

=5(F;,q = Fsy )

f /k = 15/30 = 0.5 in

sy ,
desplazamiento cuando x = O

x - x' = x - 0.5

m y m

kx. de 0-A
i

f de A-B
sy

k(x -x.,) de B-C
m i

Para mayor facilidad, desarrollaremos la repeticidn sis-

temética de los pasos 3° al 9° en forma tabular (Tabla P.6.1)

En esta tabla podemos observar que entre i=5 e i=6 se --

presenta un cambio de signo en el valor de la velocidad; es decir,

entre ellos dos existe un valor para el cual ki=0 y tiene lugar el

desplazamiento maximo X Para encontrar el valor X utilizaremos

simples relaciones geométricas, pues sabemos que la velocidad tie-

ne un comportamiento lineal, como se ve en la siguiente figura:

1.57

0.70022
0.30

x =0.70876 |
n |

t=0.25
—“+—t

t, =
i

X =
m

i

0.68392+(%)(0.28152-0.25)(1.576)

mzm?r\\\\L
R — 0.924

0.05x1.576 = 0.0315

|
é

2.5

0.70876 in
RESPUESTA
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6°

70
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90

10°

11°
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j)
Ixd
o
n
x
"
(o]
*
]

0, At=0.025 seg

k¥ = k, + 6(0.2)/(0.025)2 = k;+1920

AF* = AF, + 0.2(240%,+3%.)
1 1 1 1

= aF . +48%,+0.6%,
1 1 1

- * *
ax, = AFi/ki

ak, = (3/0.025)Axi—3xi—(0.025/2)xi
= 120ax.-3%,.-0.0125%,
i i i
x1+1 = xl + Axl
x1+1 = xl + ax
Xie1 = S0P 1 Foiay)

xt=0 0.5 in
y

+
X =X -X
r'm "y

F . = kx, de 0-A
si i
= F de A-B
sy
=k(x_-x_) de B-C
m i

Al igual que en el inciso anterior, el desarrollo se ta-
bulard en la tabla P.6.1b.
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del marco de la Fig. P.6.2 en el intervalo de tiempo que va de 0.0

a 0.96 segundos y grafiquelos. Usar el método de la Aceleracién -

Lineal.
F(t)
n=0,2 KIP—SZ/in
F(t)—aizzz777 7 9L .. -
i L
k=8 KIP/in(total) sb--—=fr- [
F
= s/} Lo | |
Ol | i A
t | | |
- 1
0 H N | ! (. Lt (t)
.12 .24 .36 .48 .60 .72
Voo d W ol
Fs(KIPS) .
8| ——
1
k|
i
— -1.5 [ o x (in)
! t, 1.5
. 1
|
—|-8
|
FIG. P.6.2
SOLUCION:
1° Datos: x_ = 0, X =0
o o
p =y8/0.2 = 6.3245 n=0.4/(2x0.2) =1
Py = (6.32)°-(1)2 - 6.24 s~}
Td = 2W/6.24 = 1.0069 seg
t £0.10 entonces tomamos At = 0.08 seg por conveniencia
numérica.
2° X = 0
o
3° k¥ = k; + 6(0.2)/(0.08)2 + 3(0.4)/0.08

= k.+202.5
i



40

50

6.2

70

g°

9o

la

*= . . X ¢ . '. . ‘c
AFi AFi+0 2(6/0.08 xi+3ki)+0 4(3x1+0 08/2 Xl)
= aF_ +16.2%.+0.,62%
i i i
Ax, = AF*/k*
1 1 1
A%, = 37.5ax%.-3%,-0.04%.
1 1 1 1
x1+1 = xl * Axl
i+l T Xyt exy
¥ie1 = 5F5i1 = Fp(ian) = Fs(isn)

Los cédlculos efectuados se muestran convenientemente en
tabla P.6.2
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"EXCITACION ARMONICA DE LOS SISTEMAS DE UN -
SOLO GRADO DE LIBERTAD"

Consideremos la Fig. 7.1, que nos muestra un motor de pe
so W, suspendido de un resorte Yy restringido al desplazamiento so-
lo en la direccidén vertical.

Este sistema tiene una frecuencia natural angular p=IE7F.
Supongamos ahora que el motor es puesto en funcionamiento con una
velocidad angular constante w y que su rotor estd fuera de balance
como se indica en la Fig. 7.1, mediante una masa excéntrica en A.
Este ligero desbalance creari una fuerza rotante centrifuga P, la’
cual a su‘vez provocara vibraciones forzadas del sistema. Asi, a-
deméds de las fuerzas de resorte Yy de gravedad, tenemos ahora la --
componente vertical de esta fuerza P; de tal forma que la ecuacién

de movimiento para el sistema puede expresarse como

¥ = W - (W+kx) + Psenwt

=

m¥ + kx = P senwt (7.1)



=

wt

x.__
~——]
<o)

FIG. 7.1

7.1 EXCITACION ARMONICA.

Al térmiﬁo de lakderecha en la ec. (7.1) se le denomina
FUNCION ARMONICA FORZANTE, o EXCITACION ARMONICA. Asi pues, en es
te capitulo estudiaremos el comportamiento de estructuras idealiza
das como sistemas de un grado de libertad bajo excitaciones arméni
cas; es decir, estructuras sometidas a fuerzas o bien desplazamieg
tos de los apoyos cuyas magnitudes se representan mediante funcio-
nes del tiempo seno o coseno.

Este tipo de fuerzas o desplazamientos arménicos produ--

cen uno de los movimientos mds interesantes en el estudio de las -

vibraciones.

7.2 ECUACION DE MOVIMIENTO PARA SISTEMAS NO AMORTIGUADOS EXCITADOS
ARMONICAMENTE.

F(t)=P sen wt

FIG. 7.2 SISTEMA DE UN GRADO DE _LIBERTAD NO AMOR-
TIGUADO EXCITADO ARMONICAMENTE.



Si la e¢. (7.1) es dividida por m, recordando ademés que

p2=k/m, obtenemos

X + p2x = P sen wt
m

Definiendo a g=P/m, la ecuacién anterior se convierte en
X+ p2x = q sen wt (7.2)

La ec. (7.2) es llamada la ECUACION DIFERENCIAL DE MOVI-
MIENTO PARA SISTEMAS NO AMORTIGUADOS, EXCITADOS ARMONICAMENTE; y -~

su solucién es de la forma

X = x4 X (7.3)

donde X, €s la solucidén de la ecuacidén homogénea correspondiente;
es decir, la solucién que satisface la ec. (7.2) con el miembro de

recho igual a cero, ésto es
" 2
X + px =0,
que como hemos visto anteriormente, es de la forma

x, = C, cos pt + C_ sen pt (7.4)

h 1 2

donde C1 y 02 son constantes arbitrarias que dependen de las condi
ciones iniciales. '

Ahora bien, xp es la solucién particular que satisface -
la ecuacién diferencial no homogénea ec. (7.2). Tomando en cuenta
la naturaleza de la excitacidén, esta solucidén particular puede ob-
tenerse suponiendo que el desplazamiento x es proporcional a ~----

sen wt, es decir

xp = 03 sen wt (7.5)

¥y su segunda derivada respecto a t

o 2
xp = -w Cssen wt (7.86)

Asi, sustituyendo las ecs. (7.5) y (7.6) en la ec. (7.2), tenemos

—wzcasen wt + pzcssen wt = q sen wt



que cancelando factores comunes se convierte en
Cs(pz—we) =q
de tal formd que el valor de C3 en la ec.(7.5) sera igual a

C3 = q (7.7)

Asi, la solucién particular ec. (7.5) se expresa finalmente como

X = q sen wt (7.8)

Sustituyendo (7.4) y (7.8) en la ec. (7.3), obtenemos la expresidn

para el desplazamiento total

X = Clcos pt + Czsen pt + q sen wt (7.9)

donde C1 y 02 se determinaran a partir de las condiciones inicia--

les:

x(t=0)

1]
b

x(t=0) %

]

De esta manera, en t=0

xo = Cl (7.10)
X = pC, + wq
o 2 5 %
pT-w
C, =%_/p - wa/p (7.11)
2 o NN
p -w

. Entonces, usando los valores de C1 y C, dados por las --

2
ecs. (7.10) y (7.11), la ec. (7.9) se escribe como

X = x cos pt +[x /p-wa/p ]sen pt + sen wt (7.12)
l—-RESPUESTA TRANSITORIA‘————~—————J J~—RESPUESTA ESTACIONARIA
En la préactica, y ya se ha comentado con anterioridad, -

las fuerzas de amortiguamiento siempre:estédn presentes en el siste



ma causando la desaparicién paulatina del movimiento o vibracién;
es décir, los términos de vibracidén libre en la ec. (7.12) se des
vanecen eventualmente. Por esta razdén estos términos representan
la PARTE TRANSITORIA DE LA RESPUESTA DINAMICA. El1 término de fre-
cuericia de la fuerza excitadora representari entonces la PARTE ES-
TACIONARIA DE LA RESPUESTA.

7.3 TFACTOR DE AMPLIFICACION DINAMICA Y CONDICION DE RESONANCIA.

Consideremos ahora solo la parte estacionaria de la res-

puesta, ésto es

Si multiplicamos y dividimos este término por p2 tenemos

X = q/p2 p2 sen wt

p 2 2
P -w

y recordando que q = P/m y p2 = k/m

xp = P sen wt[ 1 ] (7.13)
K 1-(w?/p?)

En esta ecuacidén, el factor P/k representa el desplazamiento produ
cido por la fuerza excitadora P considerando que actia estéticameg
te. El otro factor l/(l—(wzlpz)) es quién toma en cuenta el caréc
ter dindmico de la fuerza aplicada. Al valor absoluto de esta ex-
presién se le conoce generalmente como FACTOR DE AMPLIFICACION DI-
NAMICA '
A =| 1. (7.14)
1—(w2/p2)l
Asi, de la ec. (7.14), podemos ver que 8 depende de la RELACION DE
FRECUENCIAS w/p obtenida al dividir la frecuencia de la fuerza ex-
citadora entre la frecuencia natural en vibraciones libres del sis
tema. En la Fig. 7.3 se han graficado los valores .del factor de -
amplificacién dinédmica A, para varios valores de la relacidén de —-

frecuencias w/p de un sistema no amortiguado.



o
—p -

FIG. 7.3 FACTOR DE AMPLIFICACION DINAMICA

Refiriéndonos a esta Fig. 7.3, podemos observar que para
valores cercanos a cero de la relacién w/p, es decir, para casos -
donde la frecuencia de la excitacién es mucho menor que la frecueg
cia natural del sistema en vibraciones libres, el valor del factor
de amplificacién 8 es aproximadamente 1. En esta situacién, los -
desplazamientos originados por la accién de la fuerza, son casi --
los mismos que en el caso de una aplicacién estatica de P.

Cuando la relacién w/p se aproxima a 1, el factor de am-
plificacién B, y en consecuencia la amplitud de vibracién forzada;
se incrementan rédpidamente acercéndose a infinito cuando w = p. Es
decir, cuando la frecuencia de la excitacién coincide exactamente
con la frecuencia de las vibraciones libres del sistema, los des--
plazamientos son enormes. A este comportamiento se le conoce como
CONDICION DE RESONANCIA y provocari serios problemas en una estruc
tura sobre todo si su duracién es larga.

El valor infinito obtenido para la amplitud de las vihrg
ciones forzadas, indica que si la fuerza pulsante actda sobre la -
estructura siempre en el tiempo y direccidn oportunos, la amplitud
de dichas vibraciones se incrementa indefinidamente; siempre y --
cuando no exista disipacién de energia. En la préactica, hemos vis

to que siempre tenemos presente disipacién de energia debido al a-



mortiguamiento; su efecto sobre la amplitud de vibracidn, 1lo discu
tiremos més adelante.

Por Gltimo, cuando la frecuencia w de la excitacién cre-
ce mis alléd de la frecuencia de vibracién libre del sistema p, el
factor de amplificacién se vuelve otra vez finito; disminuyendo su
valor absoluto al incrementarse la relacién w/p y aproximandose a
cero cuando dicha relacién se hace muy grande. En otras palabras,
cuando una excitacién de alta frecuencia actda sobre el sistema, -
produce vibraciones de amplitud muy pequefia; y en muchos de los ca
sos podemos considerar que la estructura permanece estacionaria.

Si consideramos ahora el signo de la expresién:

1 H
1—(w2/p2) .

en todos los casos donde w‘<h, la expresidén es positiva y el des--

plazamiento es en la misma direccidén de la fuerza excitadora ac-—-—
tuante. Por el contrario, cuando w >p, dicha expresidén es negati-
va y el desplazamiento de la masa que representa a la estructura -
es en direccién opuesta a la de la excitacién. Cuando se trata de
el primer caso hablamos de que la vibracién estid EN FASE con la ex
citacién; mientras que en el segundo, decimos que la respuesta es-
t4 FUERA DE FASE respecto a la fuerza.

Pasemos ahora a un andlisis més detallado del fendémeno -
de resonancia. Utilizaremos para ello lé ec. (7.12) con las si---

guientes condiciones iniciales:

[t}

x =0

x(t=0) °

%X(t=0) = xo = 0

de tal manera que esta ecuacidén se reduce a
X = q (sen wt - w/p sen pt)
2
P —-w
Yy multiplicando y dividiendo al mismo tiempo por p, tenemos

x =_a/p_(p sen wt - w sen pt)

2 2
p ~-w

que es igual a



x =_a/p [Ei!(sen wt-sen pt)+p-w(sen wt+sen pt)] (7.15)

2 2] 2 2
P -w

Como mencionamos anteriormente, cuando ocurre la condicién de reso
nancia, los valores de w y p pricticamente coinciden. Debido a e-

llo, definimos lo siguiente:

p-w = 2e, w-p = -2e
donde e es una cantidad pequefiisima. De esta forma el factor
a/p = a/p = q/p , porque también podemos afirmar

p2-w2 (p+w) (p-w) 4ep

que p+w = 2p, ya que p ¥ w

Sustituyendo esta expresién en la ec. (7.15) y utilizan-

do las siguientes identidades trigonométricas: ‘
sen A + sen B = 2 sen A+B . cos A-B
2 2
sen A - sen B = 2 sen A-B . cos A+B
2 2

tomando A=wt y B=pt, tenemos que

x = q/p Fp+w)sen(w-p)t cos(w+p)t+(p-w)sen(w+p)t cos(w-p)
Zep 3 > 2 2

x = q/p (-2psen et cos pt + 2esen pt cos et)
4ep

multiplicando y dividiendo al mismo tiempo por 2ep,

X

]

q/2p[—sen et cos pt + sen pt cos et]
e p

Y como e es un nimero muy pequefio (e £ 0)

X = a/2p[-cos pt (et/e) + sen pt (1/p)]
finalmente
X = q/2p(-tcos pt + sen pt) (7.16)
p

La representacién gréfica de la ec. (7.16) sigue mas o -

menos el comportamiento mostrado en la Fig. 7.4(a).

]
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(a) sistema sin amortiguamiento
i

FIG. 7.4 FENOMENO DE RESONANCIA ‘

7.4 RESPUESTA DINAMICA PARA MOVIMIENTO ARMONICO DEL APOYO.

Existen casos en donde la cimentacidén o apoyo de la es--
tructura estd sujeta a movimientos que varian con el tiempo. Tal
es el caso de estructuras sujetas a desplazamientos del suelo cau-
sados por terremotos u otras excitaciones como explosiones o efec-
tos dindmicos de maquinaria. En todos ellos, los movimientos del
apoyo deben ser considerados en el andlisis de la respuesta dindmi
ca.

La Fig. 7.5 ilustra una estructura idealizada como un --—
sistema masa-resorte sujeto a la accién de un MOVIMIENTO ARMONICO
DEL APOYO. Utilizando el diagrama de cuerpo libre mostrado en la

Fig. 7.5b, podemos establecer la ecuacidn de movimiento como
mk’:—k(x—x)
g
m¥X + kx = kx
Y sustituyendo la expresién para xg
m¥ + kx = kd sen wt (7.17)

Puede verse que la ec. (7.17) es similar a la ec.(7.1) con P= kd

Dividiendo por m la ec. (7.17) y recordando la definicién de p2 -
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g_>x =d sen wt
g
K{x-
k (xng‘——{:::]

g—;x
(a) (b)

FIG. 7.5 (a) SISTEMA SOMETIDO A MOVIMIENTO ARMONICO
DEL APOYO, (b) DIAGRAMA DE CUERPO LIBRE

tenemos

X o+ p2x = qgsen wt (7.18)

donde qg = kd/m, y que es matematicamente la misma ec. (7.2). De
esta manera, podemos concluir que producir un movimiento arménico
simple al extremo izquierdo del resorte d sen wt, es equivalente a
la aplicacién directa de una excitacién (kd)sen wt; y asi, todas -
las conclusiones previas atribuidas a la solucidn de la ec. (7.2),
son validas también en este caso.

Sobre estas bases, concluimos finalmente que las vibra--

ciones forzadas de la parte estacionaria estardn definidas por 1la

x = d sen w 1 (7.19)
p > —
2 2
-w"/p

El término d en 1la. "ecuacidn (7.19) representa el movimiento de -

ecuacidn

la masa cuando el desplazamiento del apoyo ocurre muy lentamente -
("est&dticamente"), y el factor 1/(1 - w2/p2) justifica el hecho de
que la frecuencia del movimiento del apoyo sea distinta de cero.

En algunas ocasiones, es mads conveniente tratar con ace-
leraciones del terreno que con desplazamientos; debido a que exis-
ten instrumentos que nos pueden proporcionar informacidn sobre el
movimiento, utilizando la aceleracién.

Asi pues, reexaminemos el problema de movimiento del apo

yo o del terreno especificando una ACELERACION ARMONICA DEL TERRE
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NO como se indica en la Fig. 7.6.

Supbngamos que el extremo izquierdo del resorte estd su-
jeto a los efectos de una aceleracién arménica definida por la e--
cuacién

Xg = a sen wt (7.20)

;,_,i' =a sen Wt
9

k
k(x—xg)ﬂ

(a) (b)
FIG. 7.6. (a) SISTEMA SOMNETIDO A ACELERACION ARMO-
NICA DEL APOYO, (b) DIAGRAMA DE C. LIBRE
Del diagrama de cuerpo libre, Fig. 7.6b, podemos establecer
m¥ + k(x - xg) =0 (7.21)
ahora, definamos el siguiente cambio de coordenadas:
Xx* = x - x
(7.22)

®* = % - %

conocidas como el desplazamiento y aceleracién relativas, respecti

vamente.

Asi, utilizando las expresiones (7.22) dentro de la ec.
(7.21) tenemos

m(x* + kg) + kx* = 0

mX* + kx* = —mig

Y conociendo la expresién para kg, ec. (7.20)
m¥* + kx* = -ma sen wt (7.23)

que es equivalente a resolver la ec. (7.1) m¥ + kx = P sen wt, don
de P es ahora igual a -ma. Utilizando los mismos artificios del -

caso anterior, definiendo qg = -a, la ec. (7.23) se convierte en:



X* 4 p2x* = qg sen wt (7.24)

Y de nuevo, concluimos que la respuesta del sistema causada por u-
na aceleracién arménica del apoyo, equivale a la producida por la
aplidacién de una excitacién arménica igual a -ma sen wt. En este

“caso, la parte estacionaria de la respuesta, en términos de despla
zamiento relativo es

x; =(-ma/k sen wt)(l/(l—wz/pz)) (7.25)

7.5 RESPUESTA DE SISTEMAS AMORTIGUADOS DE UN SOLO GRADO DE LIBER--
TAD EXCITADOS ARMONICAMENTE.

La Fig. 7.7 nos muestra el modelo de un sistema amofti--—

guado de un grado de’libertad, sometido a la accién de una fuerza

excitadora Q cos wt.

2__. x

L F(t)=0 cos wt

FIG. 7.7 SISTEMA AMORTIGUADO DE UN GRADO DE LIBER
TAD EXCITADO ARMONICAMENTE.

Bajo estas condiciones, la ecuacién de movimiento para el sistema

se escribe como

m¥ = -¢cx -kx + Q cos wt
‘o bien

m¥ + cX + kx = Q cos wt

Dividiendo la anterior ecuacién por m, y recordando las definicio-

nes

p2 = k/m, n = ¢/2m, q = Q/m

tenemos

X + 2nx + p2x = q cos wt (7.26)



esta ecuacién (7.26) es llamada la ECUACION DIFERENCIAL DE MOVI--—-
MIENTO PARA SISTEMAS AMORTIGUADOS EXCITADOS ARMONICAMENTE. Su so-
lucién, al igual que la solucién de la ec. (7.2), se compone de --

dos partes:

X = Xp 4+ xp (7.27)

donde X, es la éolupién que satisface la ec. homogénea
v . 2
X + 2nx + px =0

y es de la forma

X, = e—nt(C

h cos pdt + C2 sen pdt) (7.28)

1

La ec. (7.28) representa la PARTE TRANSITORIA DE LA RESPUESTA DINA
MICA. Por otro lado, xp es la solucidén particular que satisface -
la ecuacién (7.26). Dicha solucién particular, puede suponerse de

la siguiente manera:

xp = N sen wt + M cos wt (7.29)

con sus derivadas primera y segunda:

.

xp = wN cos wt - wM sen wt (7.30)

- 2 2

Ry = -w N sen wt -w M cos wt (7.31)
donde M y N son constantes. Para determinarlas, sustituimos las -

ecs. (7.29), (7.30) y (7.31) en la ec. (7.26) y obtenemos

;sz sen wt - w2M cos wt + 2n(wN cos wt - wM sen wt)

+ pz(N sen wt + M cos wt) = q cos wt
la cual, agrupando términos puede reescribirse como

(—w2M + 2nwN + p2M - q)cos wt

+(-w2N - 2nwM + pzN)sen wt = 0

o bien,
xlcos wt + «ésen wt = 0O (7.32)
2 2
donde xl = -w M + 2nwN + p M - q
&2 = —w2N - 2nwM + p2N



La ec. (7.32) se satisface para todo t, solo si < ¥ xé
son igual a cero. Asi, para calcular M y N tenemos dos ecuaciones

algebraicas lineales

—sz + 2nwN + p2M

- (7.33)
7.33
—w2N - 2nwM + p2N =0
Resolviendo el sistema representado por las ecs. (7.33) para N y M
obtenemos
2 2
M= q(p ~-w") (7.34)
(p2—w2fi4n2w2
N = q(2nw) (7.35)
2 2

(p —w2 )2+4n2w

,

y al sustituir (7.34) y (7.35) en la ec. (7.29) podemos obtener la
solucién particular de la ec. (7.26).

Asi pues, la expresidn para la respuesta total del siste
ma se obtiene sumando la solucién general ec. (7.28) 'y la solucién

particular ec. (7.29), es decir:

-nt
X = e (Clcos.pdt + Czsen pdt)+M cos wt+N sen wt

(7.36)
Y su primera derivada seréa
. -nt
X = e ((-ncl+C2pd)cos pdt + (—nC2—Clpd)sen pdt)
-Mw sen wt + Nw cos wt (7.37)
Solo nos resta conocer C1 y CZ. Para encontrar sus valores, susti

tuimos en las ecs. (7.36) y (7.37) las condiciones iniciales

x(t=0) = x0
‘ x(t=0) = %
obteniendo
C = X - M
1 ° (7.38)
C2 = X _ + n(xo—M) - Nw

Py
Los primeros dos términos en la ec. (7.36) representan -
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las VIBRACIONES LIBRES AMORTIGUADAS y los segundos las VIBRACIONES

‘FORZADAS AMORTIGUADAS del sistema. Las vibraciones libres tendréan

un periodo Td = 21r/pd Yy las vibraciones forzadas: T = 2%/w que es
igual al periodo de la excitacién que las produce. En esta misma
ec. (7.36) podemos observar que debido al factor e—nt, las vibra--
ciones libres cesarén gradualmente quedando solo la parte de vibra
ciones forzadas que se mantendrén por la accidén de la fuerza exci-
tadora.

Estudiemos un poco mé&s a fondo dichas vibraciones forza-
das. La ec. (7.29) puede escribirse en la forma equivalente del -

4ngulo de fase, utilizando para ello el tridngulo de la Fig. 7.8.

]
FIG. 7.8
entonces
xp = A(cos wt (M/A) + sen wt (N/A))
pero

sen @ = N/A y cos 6 = M/A
de tal forma que
x

p

que equivale a

A(cos wt cos © + sen wt sen 0O)

X A cos(wt-0) (7.3§)

p

It

Asi, de la ec. (7.39) vemos que la parte estacionaria de la res—-—-
puesta de un sistema amortiguado excitado arménicamente, resulta -
en un movimiento arménico simple con una amplitud constante A, un

dngulo de fase © y un periodo T = 2%/w. El valor de A queda expre

sado como

A = JMZ + Nzl= q/(J(pz—w2)2+4n2w21)



o bien

A = g/p2 (7.40)
J(l—wz/p2)2+4n2w2/pz]
y
-1 - -1 2
0 = tan N/M = tan t 2nw ): tan (2nw/p ) (7.41)
2 2 2, 2
p -w 1-w /p

Ahora, si recordamos los valores de p2 Yy 49, definidos al

principio de esta seccién, e introduciendo la notacién

E = c/c:Cr = n/p para la relacién de amortiguamiento, y

r = w/p para la relacién de frecuencias,

la ec. (7.39) puede escribirse como

I3

X =Q B cos(wt-0) (7.42)
P k
donde A = 1 (7.43)
I(1-r%)%4 (26r)°
0 = tan“l(zsr/(l—f?)) (7.44)

La ec. (7.43) es llamada EL FACTOR DE AMPLIFICACION DINAMICA PARA
EL CASO AMORTIGUADO.

7.6 EFECTO DE LAS RELACIONES DE AMORTIGUAMIENTO Y FRECUENCIA SOBRE
LA _AMPLITUD Y FASE DE LA RESPUESTA ESTACIONARIA.

De la ec. (7.42) podemos afirmar que la amplitud de la -
parte estacionaria de la vibracién, se obtiene multiplicando el --

desplazamiento debido a carga estatica

4xst = Q/k
por el factor de amplificacién expresado por la ec. (7.43). Este
factor depende no solo de la relacién de frecuencias r = w/p, sino

también de la relacién de amortiguamiento £= n/p.
El efecto de estas relaciones puede apreciarse en la Fig.
7.9, donde se ha graficado el valor de A contra la relacidn de fre

cuencias r, para varios valores de la relacién de amortiguamiento.
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En ésta figura observamos que cuando la frecuencia angular w es --
muy pequefia compafada con la frecuencia angular natural p, el va--
lor de A es muy cercano a la unidad; es decir, el desplazamiento -
del sistema es aproximadamente el que se produciria por la aplica-
cidén estatica de la excitacién Q cos wt.

Por el contrario, si w es grande comparada con p; ésto -~

es, cuando la frecuencia de la fuerza aplicada es mucho mayor que

- la frecuencia natural del sistema, el factor 8 tiende a cero. E&-

to significa que una excitacién de alta frecuencia prédcticamente -
no produce vibraciones en un sistema con una frecuencia natural --
muy baja. En estos casos extremos, también podemos notar que el. a
mortiguamiento tiene un efecto secundario sobre el valor de p » PU
diénddse despreciar su influencia y utilizar las ecuaciones de la
seccidén 7.3 para el caso no amortiguado.

Ahora bien, a medida que el valor de w se acerca a p; es
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decir, a medida que r se aproxima a la unidad, el factor de ampli-
ficacién dindmica g8 crece rapidamente y su valor cerca de la reso-
nancia seréd muy sensible a variaciones en la relacidén de amortigua
miento €. También podemos notar en esta Fig. 7.9 que los valores

mégimos de B ocurren para valores de r ligeramente menores que uno
Para ehcontrar este valor de w/p para el cual A es maximo, deriva-
mos la e€c. (7.43) con respecto a w/p e igualamos a cero, ésto es,

r = J1 '- 262 . (7.45)

Para relaciones de amortiguamiento muy pequefilas, el va--
lor méximo de B8 ocurre muy cerca de la condicién de resonancia, y
es permitido tomar este valor de B bajo resonancia como el méximo

Asi, en estos casos la amplitud méaxima es aproximadamente:

I3

Anax = 9 ﬁres = g %E

y recordando que p2 = k/m, 2n = ¢/m.y € = n/p, tenemos

Anax = g 1 = Q/cp, pero como p £ w
pm 2n/p
Alax = Qcw (7.46)

De toda esta anterior discusidén, concluimos que mientras
que el amortiguamiento tiene un efecto menor sobre la respuesta de
el sistema, en las regiones alejadas antes o después de 1la resonan
cia, es de gran importancia cuando nos encontramos cerca de ella;
¥y por ninglin motivo deberéd pasarse por alto pues obtendriamos re-—-
sultados poco o sin ningin significado.

Consideremos ahora la relacién de fase entre las vibra--
ciones de la parte estacionaria y la fuerza excitadora que las brg
duce; eé decir, el efecto de la expresidén © dada por la ec. (7.44)
en la ec. (7.42). Como la excitacién aplicada al sistema varia de
acuerdo a cos wt y las vibraciones forzadas de la parte estaciona-
ria de acuerdo a cos(wt-0), podemos afirmar que la respuesta se re
trasa respecto a la funcidén forzante por el &angulo ©.

La ec. (7.44) muestra que el valor de ©, al igual que el

de 4, depende de las relaciones de amortiguamiento y de frecuen---



cias. Las curvas de la Fig. 7.10 nos ilustran la variacién del an
gulo de fase O respecto a la relacién de frecuencias w/p, para va-
rios valores de la relacién n/p. cuando no existe amortiguamiento,
las vibraciones forzadas estdn en fase (0=0) con la excitacidn que
lag produce para todos los valores de w/p menores que 1l; y estan -

‘medio ciclo desfasadas (0=W) para todos los valores de w/p mayores

de 1. Ademéas, en la resonancia (w=p) €l angulo de fase es indete{b
minado.
4 €=0
i T =
£ moi~] ]
”\W —
' 0.5\ // "
1-0\ // .
//——’
W /2 / r
‘-ow [T
[~~~ 20
/
4 ~~10
/ ~~05
/ 02
[~~o01 /
w/p
0 1 2
FI1G6. 7.10

Cuando si estd presente el amortiguamiento, existira un
cambio continuo de © de acuerdo al incremento de la relacidn w/p.

' De nuevo, independientemente de la cantidad de amortigua--
miento, 6 = /2 bajo resonancia; es decir, cuando w=p las vibra--
ciones forzadas se retrasan de la excitacién por % de ciclo.

Por Gltimo, para valores de la relacién de frecuencias -
w/p alejados antes o después de la condicién de resonancia, una re
lacidén de amortiguamiento pequefia tiene solo efectos secundarios -
sobre el adngulo de fase. En otras palabras, muy por debajo de 1la

condicién de resonancia el Angulo 6 es practicamente cero; mien---



tras que muy por sobre ella es précticamente . Asi, los efectos
del amortiguamiento sobre el édngulo de fase pueden ignorarse siem-
pre y cuando no nos encontremos en las cercanias de la condicién -

de resonanciay la relacidén de amortiguamiento es pequefia (€€0.2).

7.7 METODOS PARA LA EVALUACION DE LA RELACION DE AMORTIGUAMIENTO.

METODO DE LA RESONANCIA

Hemos visto que la curva exponencial para vibraciones -
libres amortiguadas nos permite la evaluacidén del amortiguamiénto
de sistemas con un grado de libertad, calculando simplemente el -
decremento logaritmico con la ecuacién £ = 21W€. Existe otra téc-
nica para determinar el amortiguamiento, que se basa en obsefva——
ciones de la parte estacionaria de la respuesta arménica, y que -
requiere de la aplicacién de excitaciones armdnicas con un rango
de frecuencias cercano a la condicién de resonancia. Ademas, di-
chas fuerzas armdénicas deberédn poseer frecuencias espaciadas muy
cercanamente, de tal manera que podamos graficar una curva de res
puestas; es decir, amplitudes de desplazamiento contra frecuen---
cias aplicadas.

. La Fig. 7.11 nos muestra una curva tipica para una es--
tructura amortiguada moderadamente. Entonces, de la ec. (7.43) -
puede verse que, en la resonancia el factor de amplificacién diné
mica es ‘

p = 1/28 (7.47)
y despejando para £ tenemos
E=1/28 , Blr=1) (7.48)

En la préctica, la relacidén de amortiguamiento € estéa de
terminada por el factor de amplificacidén dinédmica evaluado para la

amplitud maxima, es decir:

€ = 1/28m (7.49)
donde

Am = xm/xst



y xes la amplitud médxima. La inexactitud cometida al utilizar -
la ec. (7.48) para evaluar el amortiguamiento, no es significativa
en estructuras ordinarias. Solo requiere de equipos sencillos pa-
ra hacer vibrar el sistema cerca de la condicidén de resonancia; -~
siﬂvembargo, el evaluar el desplazamiento estéatico xst=Q/k pudiera
presentar problemas debido a que es dificil aplicar estédticamente

una carga a la estructura.

ﬂm:'l/ZE
; /N

FACTOR DE AMPLIFICACION DINAMICA A

RELACION DE FREEUENCIAS w/p

F

-t
(2}

7.11 CURVA DE RESPUESTAS PARA UN SISTEMA
MODERADAMENTE AMORTIGUADO.

METODO DEL ANCHO DE BANDA

Como sabemos, el perfil de una curva de respuesta depen-
derd de la cantidad de amortiguamiento presente en el sistema; en
particular, el ANCHO DE BANDA, ésto es, la diferencia entre dos'-;
frecuenéias correspondientes a la misma amplitud de respuesta, es-
_té relacionada con el amortiguamiento en el sistema.

La Fig. 7.12 muestra una curva tipica de amplitudes obte
nida experimentalmente para una estructura moderadamente amortigua
da. Este método consiste en medir el ancho de banda a 1/I? de la
cresta de amplitudes, como se ve en esta figura. 1as.frecuencias
correspondientes a este ancho de banda, f., y f2, son llamadas pun-

1
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tos de MEDIA-FUERZA.
Los valores de las frecuencias para este ancho de banda
pueden determinarse haciendo la amplitud de respuesta en la ec. --

(7.42) igual a 1/J2 veces la amplitud de resonancia dada por la ec.

(7.47), ésto es

Qp _ 1901
k - Pk 2
o bien
X
st . = é‘xst/ze

(1-r“)° + (2r€)

Resolviendo la anterior expresidén para r, tenemos

r2 =1 - 262 + 2&J1+5 -

y si despreciamos el valor de 82 dentro del radical:

2 . 2

ry 1 - 287 - 2¢&
r; =1 - 252 + 2€&
ry =1 -£€ - 62
;2 =1 +g - 62

Finalmente, la relacidén de amortiguamiento £ estara dada
aproximadamente por la mitad de la diferencia entre estas relacio-

ens de frecuencia de la fuerza-media

€ = Z(re—r )

1
y como r=w/p=f/f y f:(fl+f2)/2; donde f es la frecuencia de la ex-
citacién,

- f (7.50)




v L

T"“‘ST"O."M In
0.10 -

g’ /
E 1
= 0.08 \ﬂuem-omoz
-t
=
= 0.06 / —
g AP S
= ; 18.92 H
= 0.04 // \1'06, N\
*
S r--—‘—'-nm\ .
5 0.0 Z 2 e
P, — ~
0.00

8 10 12 b 16 18 20 22 2k 26 28
FRECUENCTA EN cps
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7.8 RESPUESTA DINAMICA AMORTIGUADA PARA MOVIMIENTO ARMONICO DEL A-
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FIG. 7.13 (a) SISTEMA AMORTIGUADO CON MOVIMIENTO AR-
. MONICO EN EL APOYO (b) DIAGRAMA DE CUERPO
LIBRE



Consideremos el sistema mostrado en la Fig. 7.13 sujeto

a un movimiento arménico del apoyo dado por la expresién

xg = d sen wt (7.51)

donde d es la amplitud méxima y w es la frecuencia del movimiento

en el apoyo. La ecuacidén diferencial de movimiento se obtiene i--
gualando a cero la suma de fuerzas en el diagrama de cuerpo libre

de la Fig. 7.13b:

m¥ + c(x-%x_) + k(x-x_) =0 (7.52)
( g g
Sustituyendo la ec. (7.51) y su primera derivada en la ec.(7.52),
reordenando términos:
m¥ + cX + kx = kd sen wt + cwd cos wt .

que en funcién del d4ngulo de fase puede reescribirse como

m¥ + cx + kx = Fo sen(wt+@) (7.53)
donde
1
F o= dJk2+(cw)2 = dk~11+(2r£)7 (7.54)
y .
tan @ = cw/k = 2r¢& (7.55)

Es obvio que la ec. (7.53) es la ecuacidn diferencial -
para el sistema excitado en este caso, por la fuerza arménica —---
Fosen(wt+¢). En consecuencia, la parte estacionaria de 1la respues
ta de esta ec. (7.53) es de la forma dada por la ec. (7.42) agre--

gando el &ngulo ¢ al argumento de la funcién arménica, ésto es

xp = Foﬂsen(wt+¢—9) (7.56)

k
que con la ec. (7.54) y el valor de B dado por la ec. (7.43) puede

también expresarse como:

X, = ]1+(2r8) sen(wt+@-0) (7.57)

d j(l—r2)2+(2€r)2l

Esta ecuacidén (7.57) es la expresién para la trasmisién

relativa del movimiento del apoyo al sistema. Este es un problema
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importante para el aislamiento vibracional en el cual el équipo de
be protegerse de vibraciones perjudiciales de la estructura sopor—ﬁ
tante. El grado de aislamiento relativo es conocido como TRASMISI
BILIDAD y se define como la relacidén de la amplitud x de la estruc
turahy la amplitud d, del movimiento del apoyo. De la ec.- (7.57),
la trasmisibilidad Tr estard dada por

= N1+(2r€) (7.58)

(1—1*2)2+(2x‘£;721

En la Fig. 7.14 se muestra una gréafica de la trasmisibi-
lidad como funcién de las relaciones de frecuencia y amortiguamieg
to. Estas curvas son similares a las de la Fig. 7.9 que represen-
tan frecuencias de respuesta del sistema amortiguado. La diferen-
cia estriba en que todas las curvas de la Fig. 7.14 pasan por el -
mismo punto a una relacién de frecuencias r =J2'. Puede verse en
esta misma figura, que el amortiguamiento tiende a reducir la efec
tividad del aislamiento vibracional para frecuencias mayores que -
esta relacidén, ésto es para valores de r m&s grandes que J2'.

La ec. (7.56) nos proporciona la respuesta absoluta del
sistema amortiguado; sujeto a un movimiento arménico de su base. -
Como una alternativa, podemos resolver la ecuacidén diferencial de
movimiento, ec. (7.52), en términos del movimiento relativo entre

la masa m y el apoyo dado por

- x - (7.59
u Xy )

que sustituido en la ec. (7.52) nos da
mi + cl + ku = -m¥ (7.60)

donde el término —mxg puede interpretarse como la fuerza efectiva
actuando sobre la masa del sistema, cuyo desplazamiento estéd indi-
cado por la coordenada u. Usando la ec. (7.51) para obtener ig y

sustituyendo en la ec. (7.60) su resultado,
mii + cl + ku = mdwzsen wt (7.61)

De nuevo, la ec. (7.61) es de la misma forma que la ecuacién -—-————

" . . : 2
mX + ¢cx + kx = Q cos wt, con el miembro derecho igual a mdw“sen wt.



Entonces, la parte estacionaria de la respuesta en términos de mo-

vimiento relativo esta dada por

up = mdw2 sen(wt-0) (7.62)
1
k kl-r2)2+(2r5)2
~ 0 bien, recordando que w2 =_ﬁf = r2
: k/m 2
p
u_ = rzsen(wt—o) (7.63)

T )% )

3 -
e=0 l .
/ /5
2 -
e=1/h
r L3
|
1 =
0 37 2 3
r=w/p

FIG. 7.14 TRASHMISIBILIDAD-RELACION DE FRECUENCIAS
PARA AISLAMIENTO VIBRACIONAL.

7.9 FUERZA TRASMITIDA A LA CIMENTACION POR UN SISTEMA AMORTIGUADO
EXCITADO ARMONICAMENTE.

En la seccidén anterior, determinamos 1la respuesta de la
estructura para un movimiento arménico de su cimentacién. Ahora -

consideraremos un problema similar de aislamiento vibracional; el

problema, sin embargo, es encontrar la fuerza trasmitida a la ¢ci--

mentacién. Consideremos de nuevo el sistema amortiguado con una -
fuerza arménica F(t) = Q cos wt actuando sobre su masa, como el de
la Fig. 7.7. La ecuacién diferencial de movimiento es

m¥ + cX + kx = Q cos wt



con la solucidn de la parte estacionaria

xp = A cos(wt-0)
donde
A = Q/k
! J1-r®)%s(2r)®
Y

tan © = 2r&/(1-r2)

La fuerza trasmitida al apoyo a través de los resortes es kx y a -
través del elemento amortiguador es cx. Asi, la fuerza total tras

mitida Ft es

Ft = kx + cx (7.64)

Derivando la ec. (7.39) y sustituyéndola en la ec. (7.64) tenemos

Ft = A(k cos(wt-0) - cw sen(wt-0))
)

Ft = Alk2+c2w2 cos(wt-0+) (7.65)
donde

tan < = cw/k = 2€r (7.66)
Entonces, sustituyendo el valor de A en la ec. (7.65), la fuerza -

maxima A, trasmitida a la cimentacidn es

t
At = AJk2+c2w2]= QkJ1+(c2w2/k2;
kV(1-r2)+(2r€)°
A, = Ql1+(2re)? ' , (7.67)
t 5.2 3
(1-r°)"+(2r€)

En este caso, la trasmisibilidad Tr se define como la re

* lacidén entre la amplitud de la fuerza trasmitida a la cimentacidn

y la amplitud de la fuerza aplicada. Asi, de la ec. (7.67)

=1 + (2r8)2 (7.68)
(1-r2)%4(2r&)2

Es interesante notar, que tanto la ec. (7.58) para la trasmisibili
dad de la cimentacién a la estructura, como la ec. (7.68) para la

trasmisibilidad de la fuerza aplicada a la cimentaciédn; estén da--



das exactamente por la misma funcidén. De aqui que las curvas de -

la Fig. 7.14 representen ambos tipos de trasmisibilidad.

7.10 INSTRUMENTOS SISMICOS.

Cuando un sistema del tipo mostrado en 1la Fig. 7.15 es u
sédo con el propbésito de medir vibraciones, normalmente es regis--
trado el desplazamiento relativo entre la masa y la base. Dicho -
instrumento es llamado SISMOGRAFO y puede disefiarse para medir el
desplazamiento o la aceleracién de la base. La amplitud méaxima re
lativa, U/d del sismégrafo de la Fig. 7.15, para movimiento arméni
co de la base estd dada de la ec. (7.63) por

U - r2 (7.69)
d

\I(l-r2)2+(2r€)21

N\ < SNANONN\NNY
N x
llsx-xg Q_ k N\ I
= N
NE . N
LN
N
9
LT f
Z 7

FIG. 7.15 MODELO DE SISMOGRAFO

La Fig. 7.16 muestra una grafica de la ec.(7.69) como u-
na funcidén de las relaciones de frecuencia. y amortiguamiento. Pue
de apreciarse que la respuesta es esencialmente constante para re-
laciones de frecuencia r>1 y de amortiguamiento £=0.5. Por lo tan

to, la respuesta de un instrumento apropiadamente amortiguado para



este tipo de relaciones, es esencialmente proporcional a la ampl{—
tud de los desplazamientos de la base paré frecuencias altas del -
movimiento de la misma. El rango de aplicabilidad del instrumento
se incrementa reduciendo la frecuencia natural, es decir, reducieg

. do la rigidez del resorte o incrementando la masa.

AMPLITUD DE RESPUESTA U/d

1 2
RELACION DE FRECUENCIAS r=w/p

F16. 7.16 RESPUESTA DE-SISMOGRAFO PARA MOVIMIENTO
ARMONICO DE LA BASE.

Ahora consideremos la respuesta del mismo instrumento pa
ra una aceleracidén arménica de la base Xg = d sen wt. La ecuacién

de movimiento de este sistema se obtiene de la ec. (7.60) como
mi + ¢l + ku = -md sen wt (7.70)

La parte estacionaria de la respuesta expresada por el factor de -

amplificacién dinédmica, estd dada de la ec. (7.43) por

A= U = 1 (7.71)
md/k  {(1-r°)%+(2rg)°

Esta expresién estd representada graficamente en la Fig.
7.9. En este caso, para una relacién de amortiguamiento £€=0.7, el

valor de la respuesta es casi constante en el rango de frecuencias
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O0<r=0.6. Entonces de la ec. (7.71), es claro que la respuesta -
indicada por este instrumento sera directamente proporcional a la
amplitud de la aceleracién de la base para frecuencias superiores
a 6/10 de la frecuencia natural, aproximadamente. Su rango de a--
plicédcién se incrementari aumentando la frecuencia natural, ésto -

es, incrementando la rigidez del resorte o disminuyendo la masa.

7.11 PROBLEMAS RESUELTOS.

P.7.1 Un motor eléctrico de peso W=1000'1b estid montado
sobre una viga simplemente apoyada, como se muestra en la Fig., ---
P.7.1. E1l desbalance en el rotor es w'e=1 1lb plg. Determine la -
amplitud de la parte estacionaria del movimiento vertical del mo--
tor, para una velocidad de 900 rpm. Suponga que el amortiguamien-

to del sistema es el 10% del amortiguamiento critico y desprecie -

|g wt
L WEBx8x31

! 1

la masa de la viga.

P AN
%4____ 1500 Lo
FIG. P.7.1
SOLUCION:
m =W = 1000 1b = 2.588 1b s°/in
€  32.2x12 in/s®
6 .. ,. 2 . 4
k = 48EI = 48(30x10° 1b/in“)(109.7 in") = 27 086.42 1b .
L3 (15x12 in)°> in
P =J@ = J27 086.42 1b/in'= 102.30 rad/s
n 2.588 1b s°/in
w = rpm(2%) = 900(2%W) = 94.248 rad/s
60 s 60
r=w = 94.248 = 0.9213
P 102.30



'ew = 1 1lb in(94.248 rad/s)2 = 22.988 1b
32.2x12 in/s2

Sustituyendo estos valores en la ec. (7.42) tenemos:

_ X = Q/k = (22.988 1b/27 086.42 1b/in
o .
L (1-r%)24(2r€)? J(l-o.92132)2+(2xo.1xo.9213)2
X = 0.0036 in RESPUESTA

de la viga del problema P.7.1.
SOLUCION:

De la ec. (7.67)

A, = Q 1+(2r8)2
(l-r2)2+(2r€)2

Utilizando el valor de Q@ obtenido en el problema anterior, tenemos

L

At = 22.988 lbj 1+(2x0.9213x0.10)2
(1—0.92132)2+(2x0.9213x0.10)2

At = 98.066 1b RESPUESTA

naria para el movimiento horizontal del marco de acero de la Fig.
P.7.3. Suponga que la viga es infinitamente rigida y desprecie la

masa de las columnas y el amortiguamiento.

W=2 K/ft "

F(t)=5 sen 12t — 7277 Z4 7
10WF33 15 £t

V4 V.




SOLUCION:

De la Fig. P.7.3 tenemos los siguientes datos:

I(10WF33) = 170.90 in?
P = 5.0 Kips
w = 12 rad/s

El marco puede modelarse como un sistema mas

metido a la accidén de una excitacién arménica:

k .
/ I}—»P sen wt=5 sen 12t

Z 777777

%_>x

De la ec. (7.13), la amplitud de 1la parte estacionaria

por la expresién
1 = P

1-w?/p°  k(1-rd)

De esta forma

=

m = WL/g = (2000 1b/ft)(20 ft) = 103.52 1b s
32.2x12 in/s2
k = 12EI = 12(30x10° 1b/in?)(2x170.9 in?) =
L3 (15x12 in)3

p = IE‘ =le 098.76 1b/in ‘= 14.276 rad/s
m 103.52 1b s2/in

= 12/14.276 = 0.8405

kel k-

Yy finalmente
X = 5 000 1lb
21 098.76 1b/in(1—0.84052)

0.8073 in

x
1]

a-resorte so

estd dada -

2/in

21 098.76 1b
. in

RESPUESTA



tiguamiento en el sistema es del 8% del amortiguamiento critico.
SOLUCION:

En este caso utilizaremos de la ec. (7.42), la expresién

X =

0 B = Q/k

Y(1-r%)%4(2re)°
Utilizando un valor de £ = 0.08. Asi,

o )

x = 5 000 1b/21 098.76 1b/in
1
‘1(1—0.84052)2+(2xo.8405x0.08)2

X = 0.734 in RESPUESTA

.

P.7.5 Para el problema anterior, determine: (a) la méxi-

SOLUCION:
(a) De la ec. (7.67), At = QJ 1+(2r€)2
(1-r2)24 (2re)?
2 0
A, = 5 000 1b jl+(2x0.8405x0.08)
(1—0.84052)2+(2x0.8405x0.08)2
A, = 15 624.23 1b = 15.624 Kips RESPUESTA

(b) De la ec. (7.68), T = A./Q

=]
il

15 624.23 1b/5 000 1b

=]
L}

3.1248 RESPUESTA

P.7.6 Un delicado instrumento ha sido montado en un re--—
sorte del piso de un laboratorio de prueba, donde se ha determina-
do que las vibraciones verticales del piso son movimientos arméni-
cos de amplitud 0.1 in a 10 cps. El instrumento pesa 100 1lb. De-
terminar la rigidez del resorte aislado requerida para reducir la
amplitud del movimiento vertical del instrumento a 0.001 in. Des-

precie el amortiguamiento.

SOLUCION:



Para los movimientos verticales del piso:

T =1/f = 1/10 = 0.1

y w 2n/T = 2%/0.1 = 62.83 rad/s

.. entonces, la ecuacidn que describe estos movimientos arménicos es

x(t) = 0.1 sen 62.83 t

X

A

x =0.1 sen 62.83t
9 kx kxg .

m = 100 1b = 0.2588 1b s2/in
32.2x12 in/s2

La ecuacién que proporciona la respuesta causada Por un movimiento

arménico del terreno es 1a ec. (7.19):

xp = d sen wt( 1 ): d sen wt( 1 )
2
1—w2/p 1—w2m/k
Sustituyendo en ella los valores para d, w y m; en los términos --

que representan la amplitud del movimiento, e igualéndolos a 1a am

plitud deseada, tenemos

0.001 in = d
l—wzm/k

1-w’n/k = d/0.001 = 0.1/0.001 = 100

despejando k
k = w2m/101

(62.83 s'1)2(0.2588 1b sz/in)
101

k

P
i

10.115 1b/in RESPUESTA



to a movimientos del terreno producidos por
cano a la torre. El movimiento del terreno

celeracidén arménica en la cimentacién de 1la

de la Fig. P.7.7, suje
el paso de un tren cer
se idealiza como una a

torre, con una ampli--

tudwae 0.1 a una frecuencia de 25 cps. Determine el movimiento de

la torre relativo al movimiento de la cimentacién. Suponga un a--

mortiguamiento efectivo del 10% del amortiguamiento critico del --

sistema.
g—bx

W=100 K

k=3 000 K/ft

e,

SOLUCION:

Para la aceleracidn arménica:

w = 2af = 2w(25) = 157.08 rad/s
de tal forma que la ecuacién‘para ig es

%, = 0.1g sen 157.08t

El sistema de la Fig. P.7.7 puede representarse por el siguiente, -

sistema masa-resorte:

a-—.-i(‘g=0.lg sen 157,08t

TR I7777077 777777, 777

%—»x

-N/\%VM—~— [T S— —— kx

- . -9
_———1hr__— CX atrmmmeee] f— cX

Al igual que en la seccidén 7.8, podemos establecer la ecuacién de
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movimiento en coordenadas relativas como:

mi + cu + ku

= —mxg
donde ' u = x - xg
asi,
mi + ci + ku = -m(0.1g sen 157.08t)
cuya solucién es de la forma dada por la ec. (7.62) como
u =m(0.1g)/k sen(wt-0)
«1—r2)2+(2r8)z
m=W= 100 K = 0.2588 K sz/in
g 2

32.2x12 in/s

k = 3 000 K/ft = 3 000/12 K/in = 250 K/in
1

o
i
ETES|

=J 250 K/in ‘= 31.08 s~
0.2588 K s°/in

r w = 157.08/31.08 = 5.054
P

£=0.10

=1 2 -1
6 = tan 2r /{(1-r°) = tan "(2)(5.054)(0.10)= -0.0412

l—(5.054)2
entonces

u = (0.2588)(0.1)(32.2x12) sen(157.08t+0.0412)

250\](1—5.0542)2+(2x5.054x0.1)2

u = 0.00163 sen(157.08t+0.0412) RESPUESTA

P.7.8 Determinar la trasmisibilidad en el problema P.7.

7.
'SOLUCION:
La trasmisiblilidad estd dada por la ec. (7.58) como
T, = 1+(2r€)?
(1-r2)2+(2r5)2
con r = 5.054, €= 0.10;



T = 14+(2x5.054%0.10)°
\(1—5.0542)2+(2x5.054x0.10)2

Tr = 0.0579 RESPUESTA



"EXCITACION DINAMICA GENERAL DE LOS SISTEMAS
DE UN SOLO GRADO DE LIBERTAD"

En el capitulo anterior estudiamos la respuesta de los -
sistemas de un grado de libertad con carga armdénica (fuerza excita
dora periddica). Aunque este tipo de carga es importante, las es-
tructuras reales estan frecuentemente sujetas a cargas las cuales
no son arménicas. En el presente capitulo estudiaremos 1la respues
ta de los sistemas de un grado de libertad para un tipo general de

fuerza. Veremos que la respuesta puede obtenerse en términos de u

. na integral, la cual para muchas funciones simples de carga puede

evaluarse analiticamente. Para el caso general, sin embargo, sera

necesario recurrir a un procedimiento numérico de integracién.

8.1 CARGA IMPULSIVA E INTEGRAL DE DUHAMEL PARA SISTEMAS NO AMORTI-
GUADOS Y AMORTIGUADOS.

Una carga impulsiva es una carga que se aplica durante -



un corto tiempo de duracién. E1 impulso correspondiente a este ti
po de carga se define como el producto de la fuerza Yy el tiempo de
duracién. Consideremos que un sistema de un grado de libertad es-
téd sujeto a una carga impulsiva F(g) (ver Fig. 8.1a). E1l impulso
resultante en un tiempo vdurante el intervalo d7, esti representa-
do por el &rea sombreada mostrada en la Fig. 8.2b y es igual a —--
F(«)dr. Este impulso actuando sobre el cuerpo de masa m, produce
un cambio en la velocidad el cual puede ser determinado con la Se-
gunda Ley de Movimiento de Newton, como

m dx = F(q)
ar

Reacomodando términos:

v

dx = F(¢) av (8.1)

m
donde F(#)d7 es el impulso y dx es el incremento de velocidad. Es
te incremento de velocidad puede considerarse que es una velocidad
inicial de la masa en el tiempo ¢. Ahora consideremos este impul-
so F(¥)dv actuando sobre la estructura representada por el oscila-

dor sin amortiguamiento, Fig. 8.1a.

(a) ‘ (b)  4F(t)

SN

FIG. 8.1 SISTEMA DE UN GRADO DE LIBERTAD SUJETO A
UNA CARGA IMPULSIVA

En el tiempo w el oscilador experimentard un cambio de velocidad -

dado por la ec. (8.1). Si por el momento suponemos que el despla-



zamiento y la velocidad en t = O son nulos, y;Que la dnica excita-
cién sobre el sistema es el incremento de la velocidad dado por la
ec. (8.1), es como si estudiaramos la respuesta no amortiguada de

un oscilador al que en ese instante de tiempo se le da una veloci-

~dad gnicial. Asi que podemos utilizar la ec. (3.13) suponiendo --

que es valida para t= 4, obteniendo:

dx(t) = F(x#)dv sen p(t-%) ) (8.2)
mp

La historia de carga puede entonces considerarse como u-
na serie de impulsos cortos en incrementos sucesivos de tiempo dvw,
cada uno de 1os.éuales produce su propia respuesta diferencial en
el tiempo t de la forma dada por la ec. (8.2). Por lo tanto, con-
cluimos que el desplazamiento total-en el tiempo t debido a 1a ac-
cién continua de la fuerza F(%4) estd dado por la sumatoria o inte-
gral de los desplazamientos diferenciales dx(t) desde el tiempo ~-.
t = 0 hasta el tiempo t, es decir,

x(t) =1 (° F(®) sen p(t-t)av (8.3)

mp 0O

La integral en esta ecuacién es conocida como la INTE---
GRAL DE DUHAMEL. La ec. (8.3) representa el desplazamiento total
provocado por la fuerza excitadora F(4) actuando sobre el oscila--
dor sin amortiguador; incluye tanto a la parte estacionaria como a
la transitoria del movimiento. Si la funcién F(%¢) no puede expre-~
sarse analiticamente, la integral de la ec. (8.3) puede evaluarse
en forma aproximada por un método numérico. Para incluir el efec-
to del desplazamiento inicial xo y la velocidad inicial io en t=0,

solo es necesario afiadir a la ec. (8.3) la solucién dada por la --

“ec. (3.13) para los efectos debidos a las condiciones iniciales. -

Asi, el desplazamiento total de un sistema de un grado de -libertad

sin amortiguamiento sujeto a una carga arbitraria estd dado por:

x(t) = x cos pt + X sen pt + l_st F(v)sen p(t-v)dy (8.4)
—— mp 'O
p

La respuesta de un sistema amortiguado expresado por 1la
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integral de Duhamel se obtiene de una manera enteramente equivalen
te al caso no amortiguado, excepto que la velocidad inicial, ec. -

(8.1) debida al impulso F(%)dT debe sustituirse en la ecuacién de

vibraciones libres amortiguadas. Puesto que x, = o, *o = F(V)dT/m
y sustituyendo t por t-% en la ec. (4.18) se obtiene:
- -v
ax(t) = e T 0y arsen py(t-T) (8.5)
mp 4

Integrando esta respuesta diferencial en el intervalo de carga, se
obtiene
x(t) = 1 stF(T)e—ep(t_f)sen pd(t-r)dr (8.6)
mpd 0]
Si ahora consideramos que el desplazamiento y la veloci-
dad iniciales son X ¥ *0, la respuesta total de un sistema de un
grado de libertad amortiguado en términos de la integral deé Duha--

mel estd dado por:

-nt .
x(t) = e (x0 cos pyt + X +nx_ sen pdt)
Pq
+ 1 StF(t)e_ep(t-r)sen pd(t-v)df (8.7)

mp 4 0

8.2 RESPUESTA DE UN SISTEMA NO AMORTIGUADO ANTE PULSOS DE CARGA —-—
CONSTANTES, RECTANGULARES Y TRIANGULARES.

En esta seccién aplicaremos la ec. (8.4) para algunas -
funciones forzantes simples para las cuales es posible obtener la

integracidén explicita.

8.2.1 CARGA CONSTANTE
Consideremos el caso de una fuerza constante de magnitud
Fo aplicada stbitamente al oscilador sin amortiguamiento en el —--—
tiempo t = 0O, como se muestra en la Fig. 8.2. Esta condic¢ién de =
carga dinédmica es llamada funcién pulsante. Si las condiciones i-

niciales son nulas y aplicamos la ec. (8.4) a este caso, obtenemos



(a) (b) | F(t)

n j— F(t)

FIG. 8.2 SISTEMA DE UN GRADO DE LIBERTAD SUJETO
A UNA CARGA CONSTANTE

x(t) =1 St F sen p(t-v)dt
- [
mp ‘0
Integrando: ’
t
x(t) = F cos p(t—rw
o
0
mp
x(t) = Fo(l—cos pt) = xst(l—cos pt) (8.8)
k
donde xst = Fo/k' La respuesta para dicha carga constante aplica-
da sGbitamente se muestra en la Fig. 8.3. Como se observaré, esta

solucién es muy similar a la solucién para vibracidén libre del os-
cilador sin amortiguador, con la diferencia de que el eje de coor-

denadas t se ha desplazado una cantidad igual a x También debe

st’

rd notarse que el desplazamiento méaximo 2xS es exactamente el do-

ble del desplazamiénto producido por la fue:za F0 si se aplica es-
taticamente. Hemos encontrado un elemental pero importante resul-
tado: "el desplazamiento mé&ximo de un sistema eldstico lineal para
" una fuerza constante aplicada sUbitamente es dos veces el desplézi
miento causado por la misma fuerza aplicada estiticamente (lenta--
mente)". Este resultado para el desplazamiento es valido también

para las fuerzas y esfuerzos internos en la estructura.

8.2.2 CARGA RECTANGULAR

En el caso discutido anteriormente, la fuerza Fo actua -
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¥

FIG. 8.3 RESPUESTA DE UN SISTEMA DE UN GRADO DE
LIBERTAD SUJETO A UNA CARGA CONSTANTE

por un tiempo indefinido. Si dicha fuerza Fo actia por un periodo
de tiempo td como se muestra en la Fig. 8.4, se obtiene el impulso
rectangular. Durante el tiempo cuando la fuerza es distinta de ce
ro, la respuesta del sistema es la misma que la dada por la ec. =--

(8.8) y en este tiempo el desplazamiento y la velocidad son:

)

X

4 Eg(l—cos pt
k

d

e
H

4 Eg(p sen ptd)

k

La respuesta subsecuente paraftd se obtiene aplicando 1la
ec. (3.13) para vibraciones libres, tomando como condiciones ini--
ciales el desplazamiento y la velocidad en td. Reemplazando t por

t-td y x0 por xd, xo por xd se obtiene:

x(t) = Fo(l—cos ptd)cos p(t—td) + F_sen pt

gsen p(t—td)

k k
la cual puede reducirse a la siguiente expresién:

x(t) = ngcos p(t—td) - cos pt), td <t (8.9)

k

Puede obtenerse el mismo resultado considerando que el -
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(a) F(t) ® e (¢)
1]
t
F, 0
¢ - —t F e m e ———
© () (@)
A2F [kt 4 x(t)
o
i ; / A=2Fo/k«—— |
- T
o ad L
VY, |
L I 4
_ZFo/“ . 0 ! T >t

FIG. 8.4 CARGA RECTANGULAR

impulso rectangular de la Fig. 8.4a consiste de dos funciones pul-
santes, como se muestra en la Fig. 8.4b, la primera funcién pulsan
te (de magnitud Fo) comienza en t = 0, mientras que la segunda (de
magnitud —Fo) comienza en t = td’

La amplitud de la vibracidén libre subsecuente al impulso

rectangular estd dado por:

A =_E2,2(1-cos ptd) = 2Fo sen(ptd)
k k 2
A = 2F sen(ﬂ%d/T)

(8.10)

k

Como puede observarse, la amplitud de vibracidén libre de
pende de la relacién td/T, donde T es el perfiodo natural del siste
ma. Tomando la duracidén del impulso rectangular como td = T/2, ob
tenemos que la amplitud es 2F°/k, Yy la respuesta es como se mues-—-
tra en la Fig. 8.4c. En este caso la fuerza Fo actGa a lo largo -

del desplazamiento de O a A y hace un trabajo positivo sobre el --
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sistema. Después de quitar la fuerza en la posicidén extrema, el -
sistema (sin amortiguamiento) retiene esta energia; y tenemos vi--
braciones libres resultantes del desplazamiento inicial 2Fo/k en -
t =‘Fd.
Considerando otro caso especial, especifiquemos la dura-

cién del impulso como td = T. De la ec. (8.10) se obtiene que la ‘
amplitud A = 0 y la respuesta es como la Fig. 8.4d. En este caso,

la fuerza constante Fo hace un trabajo positivo de O a A y una can
tidad igual de trabajo negativo de A a O. Por lo tanto, el traba-

jo neto es cero, y el sistema permanece en reposo cuando se retira

la fuerza.

Ahora, definiremos al Factor de Carga Dinémica (DLF) co-
mo el desplazamiento para cualquier tiémpo t dividido por el des--

plazamiento estético x__. Escribiendo las ecs. (8.8) y (8.9) en -

st
términos del Factor de Carga Dinadmica, se obtiene:

DLF = 1 - cos pt , tgt
(8.11)
DLF = cos p(t—td) - cos pt , t=t

Es conveniente expresar el tiempo como un pardmetro de -

dimensiones pequefias usando la frecuencia natural en términos del

periodo natural (p = 2%/T), asi las ecs. (8.11) pueden escribirse,
DLF = 1 - cos 2Tt , t <td
T (8.12)
DLF = cos Zﬁ(t - td)— cos 21t , t=t
=~ = = 4
T =5 T

El Factor de Carga Dindmico maximo (DLF)méx se obtiene -

maximizando la ec. (8.12) y es representado grédficamente en la Fig.

“8.5. Se observa de esta figura que el (DLF)méx para cargas de du-

racién t&/T; 0.5 es el mismo como si la duracidén de carga fuese in
finita.

La carta que se muestra en la Fig. 8.5 se denomina GRAFI
CA DE RESPUESTA ESPECTRAL y d& la respuesta maxima de un sistema -
de un grado de libertad para una funcién de carga dada. Para pro-

pésitos de disefio, estas cartas son extremadamente Gtiles. Las --
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FIG: 8.5 DLFméx PARA UN OSCILADOR NO AMORTIGUADO
ACTUANDO BAJDO UNA FUERZA RECTANGULAR

cartas de reépuesta espectral para cargas impulsivas de corta durg
cidén estédn hechas para sistemas no amortiguados; debido a que para
ca}gas de corta duracidén el amortiguamiento no tiene un efecto sig
nificativo en la respuesta del sistema, el DLFméx usualmente co---
rresponde al primer pico de la respuesta y la cantidad de amorti--—
guamiento normalmente presente en estructuras no es suficiente pa-

ra disminuir este valor.

8.2.3-CARGA TRIANGULAR

Consideremos ahora un sistema representado por un oscila

‘dor no amortiguado inicialmente en reposoc y sujeto a una fuerza --

F(t) la cual tiene un valor inicial Fo que decrece. linealmente has

ta cero en un tiempo t (Fig. 8.6).

d!
La respuesta puede calcularse por la ec. (8.4) en dos in

tervalos. Para el primer intervalo Tstd, la fuerza estd dada por

F(¥) = F_(1 - w/ty)

Y las condiciones iniciales son nulas; sustituyendo estos valores
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4 F(t)

FIG. 8.6 CARGA TRIANGULAR

en la ec. (8.4) e integrando tenemos,

x(t) = Fo(l—cos pt) + Fo (sen ptft) (8.13)
p

k ktd

En términos del factor dindmico de carga:

DLF = x(t) = 1l-cos pt+sen pt-t , tst

*st Pty 4

d (8.14)

Estas ecuaciones definen la respuesta antes del tiempo -
td. Para el segundo intervalo (7T ;td), obtenemos de la ec. (8.14)

el desplazamiento y la velocidad para un tiempo td’
Xq = Ee(sen ptd - cos ptd)
k pt
d (8.15)
(p sen pt, + cos pt, - l_)
t td
d

Wl"!]
(o]

Estos ‘'valores pueden considerarse como condiciones ini--
ciales para el tiempo t = td’ para el segundo intervalo. Sustitu-
yendo en la ec. (3.13) t por t—td y x0 y *o respectivamente, por -
Xq ¥ id, y sabiendo que F(7)=0 en ese intervalo, obtenemos la res-

puesta como:

x(t) = F @en pt - sen p(t—td» - F_ cos pt

kptd k



y dividiendo por X g

DLF = 1 @en pt-sen p(t—td» -cos pt (8.16)
Dtd :

e

En términos de parédmetros  adimensionales, la ecuacién anterior pue

de escribirse como:

DLF = 1 (sen 2wt - sen 2'rr(§-zd) - cos 27t (8.17)
ant T T T T
T

La representacidén grafica del DLFméx en funcién de la re

lacién td/T para el oscilador no amortiguado estd dada por la Fig.

8.7. Como deberia esperarse, el factor dindmico de carga méximo -
se acerca a dos cuando td/T tiende a infinito. ’
20
T

1.8

]
t
|
H ’
i
1.2 4
= N
o t
[
D4 .
"-_.:o‘ T Fln
=) 1 (A
Nt
o4 t
,)’ &y
0 i t ]
005 01 02 . 08 1.0 20 10

td/T

FIG. 8.7 DLFmax PARA EL OSCILADOR AMORTIGUADO QUE
' ACTUA BAJO UNA FUERZA TRIANGULAR

Aunque en esta seccidén estudiamos la respuesta de un os-
cilador no amortiguado solo para cargas impulsivas simples, rectan
gular y triangular, cabe hacer notar que existen graficas de res--
puesta espectral para otros tipos de cargas impulsivas. A conti--

nuacién determinaremos la respuesta para funciones de fuerza las -
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cuales no permiten una solucién analitica de la Integral de Duha--
mel. En estos casos es necesario recurrir a la evaluacidén numéri-
ca de la Integral de Duhamel a fin de obtener la respuesta del sis

tema.

o 8.3 EVALUACION NUMERICA DE LA INTEGRAL DE DUHAMEL.

- SISTEMAS. NO AMORTIGUADOS -

En muchos casos précticos, la funcién de la carga aplica
da es conocida solo de datos experimentales; tal es el caso del mo
vimiento sismico, donde 1la respuesta debe evaluarse por un método
numérico. Para este propésito, aplicaremos en la integral de Duha
mel ec. (8.4), la siguiente identidad trigonométrica:

sen p(t-v) = sen pt cos pv - cos pt sen pv

Y suponiendo condiciones iniciales nulas, se obtiene:

x(t) = sen pt E_StF(t)cos p¥d? - cos pt l_StF(t)sen pvdr

mp 'O mp 0
)
x(t) = (A(t)sen pt - B(t) cos pt)/mp (8.18)
donde:
A(t) = StF(v)cos pvdv
© (8.19)
B(t) = StF(T)sen pT 4T
(0]
El célculo de la integral de Duhamel requiere de la eva-
luacién de las integrales A(t) y B(t) numéricamente. Existen va--

_rias técnicas para el célculo de estas integrales, en las cuales .—
la integral es reemplazada por una sumatoria adecuada de la fun-—--
cidén bajo la integral y evaluada por conveniencia a N incrementos
de tiempo, at. Los métodos mAs usuales son la Regla Trapezoidal y
la Regla de Simpson.

Consideremos la integral de una funcién I(7):

A(t) = StI('r,’)d'b’
0



La operacidén elementaria requerida por la Regla Trapezoidal es,

_ )
A(t) = nt4(10+211+212+ . +21n_1+1n) (8.20)

Y por la Regla de Simpson

A(t) = A€1/3(IO+411+ZI2+ PN +41n_1+1n) (8.21)

donde n = t/at. La respuesta obtenida es aproximada, ya que estas
reglas se basan en la sustitucidén de la funcién I(%¥) para una fun-
cién lineal segmentada para la Regla Trapezoidal o una funcién pa-
rabélica segmentada para la Regla de Simpson.

Otra alternativa aproximadé para la evaluacién de la In-
tegral de Duhamel se basa en obtener la solucidén analitica exacta
de la Integral para funciones de carga las cuales se suponen que -
estan dadas por una sucesién de lineas rectas. Este método no pre
senta aproximaciones numéricas en la integracién para evitar los e
rrores inherentes la redondeo, debido a que es un método exacto. -
La funcién forzante en este caso se aproxima por una funcidn li---

neal segmentada como se muestra en la Fig. 8.8 y puede expresarse

como,
F(t) = F(ti_l) + AFi(f—ti_l), ti_l<ﬂr$ti (8.22)
at,
L i,
donde: AFi = F(ti) - F(ti_l) y Ati = ti_ti—l
Ari)
F(t, )N

i+1

F(t,)

1
Fit; )

-+
B
-+
o

i-1 i i+l

FIG. 8.8 FUNCION DE CARGA LINEAL SEGMENTADA



Para proveer una historia completa de la respuesta, es -
conveniente expresar las integralés de la ec. (8.19) en formé in--

cremental, es decir,

t,
Alty) = A(ti_1)+st1 F(%¥)cos pvat (8.23)
N i-1
: ‘,
B(ti) = B(ti_l)+5t F(v)sen pvde - (8.24)
i-1

donde A(ti) y B(ti) representan los valores de las integrales de -
las ecs. (8.19) para el tiempo ti.
Sustituyendo la ec. (8.22) en la ec. (8.23) e integrando

se obtiene,

A(ti) = A(ti_1)+(F(ti_l)—ti_1AFi)(sen pt,~-sen pti_lf/p+
At
1
aF,  (cos pt;-cos pti_1+p(tisen pt;-t, ;sen pti_l))
2
p Ati
(8.25)

Andlogamente, de la ec. (8.24) se obtiene:

B(ti) = B(ti_l)+(F(ti_1)—ti_1AFi)(cos pti_
Ati

L-cos pti)/p+

AFi (sen pti—sen pti_l—p(ticos pti—ti_ 1)

cos pti_

1 1

2
poaty (8.26)
Las ecs. (8.25) y (8.26) son fSrmulas recurrentes para -
la evaluacién de las integrales de la ec. (8.19) para cualquier ~=-
tiempo t = ti.

8.4 EVALUACION NUMERICA DE LA INTEGRAL DE DUHAMEL.

-SISTEMAS AMORTIGUADOS-

Para la evaluacidn numérica de los sistemas amortiguados
procederemos como en el caso no amortiguado. Aplicando la misma i

dentidad trigonométrica a la ec. (8.6) puede escribirse como:
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-Ept
x(t) = (Ad(t)sen Pyt - Bd(t)cos pdt)e (8.27)
mp
d
donde: £
A (E) = A (t, )+ 1 F(5)e® cos porar (8.28)
d' i’ T Tdt Yi-1 'St d .
e i—l
B (t.) = B (t, .) “1 F(1)e PV Yav (8.29)
d vi’ T Pattica *St € sen py :
i-1 »

La expresién resultante de la sustitucidn de la funcién
de carga lineal segmentada, ec. (8.22), en las ecs. (8.28) y (8.29)

requiere de la evaluacién de las siguientes integrales:

I = SR L p4rAT
N .
i-1
Ept ' ti
= e (€p cos p V+p.sen p 1) (8.30)
)2 R Y
(Ep) +Py
Y e
I, = S e sen p  v4vy
2 t d
i-1
. t,
= eEpr (Ep sen p ¥-p.cos p %) . (8.31)
60122 4 R A
(Ep) +Py
I, = S Y tefPYsen p  tdv
3 t d
i-1
=T-_ &p I, + ~ Pg I, * (8.32)
2 2 2 2 i-1
(€p) +Pgy (Ep)"+py
t
I4 = S 1 teEPTcos pdeV (8.33)
ti—l
t
= ('tf- Ep )I1 - Py I, 1
2 2 2 2 t,
(Ep) +py- (Ep)~+p i-1

En términos de estas integrales, Ad(ti) y Bd(ti) pueden

evaluarse de:



Aglty) = Ad(ti_1)+{F(ti_l)-ti_lA_Fi)Il+A_F_i. I, (8.34)
at, at,
1 1

Balty) = By(t, 1)+‘(F(ti_1)-ti_1AFi)12+AF_i I, (8.35)
ot At
1 1

Finalmente, la sustitucién de las ecs. (8.34) y (8.35) en la ec. -
(8.27) da el desplazamiento para el tiempo fi como,

- e-ept

x(ti) i(Ad(ti)sen pdti-Bd(ti)cos pdti) (8.36)

mpd

8.5 MOVIMIENTO ARBITRARIO DEL APOYO.

Como se ha comentado con anterioridad, en ciertos pyoblg
mas précticos, la respuesta de un sistema es causada por movimien-
to del apoyo en lugar de una fuerza excitadora aplicada directamen
te. En el capitulo 7 fueron discutidas las vibraciones forzadas -
causadas por desplazamientos o aceleraciones arménicas del apoyo,
para sistemas amortiguados y no amortiguados. Ahora nos encargare
mos de casos donde los movimientos del apoyo son funciones arbitra
rias del tiempo.

Consideremos el sistema amortiguado de un grado de liber
tad de la Fig. 8.9 y el desplazamiento del terreno x_ dado como u-
na funcién del tiempo no arménica. La ecuacién del movimiento pa-

ra este caso es:

¥ = -=c(x - x - k(x - x 8.37
mi (% g) ( g) ( )
reordenando:
m¥ + ¢Xx + kx = kx_ + cxXx (8.3
g g 8)

S5i la expresidn para xg puede ser derivada respecto al -
tiempo, tenemos dos funciones forzantes analjticas del lado dere--
cho de la ec. (8.38). La primera de estas equivale a una excita--
cidén de magnitud'kxg aplicada directamente al sistema, mientras -~
que la segunda es una fuerza similar de magnitud cig. Dividiendo

ambos lados de la ec. (8.38) por m, obtenemos:



4_
ad
*

FIG. 8.9 SISTEMA DE UN GRADO DE LIBERTAD AMORTIGUA -
DO CON MOVIMIENTO ARBITRARIO DEL APOYO.

¥ + 2nx + p2x = pzxg + Znig (8.39)

La solucién de esta ecuacidén diferencial se obtiene de u
na manera similar al de una funcién forzante aplicada. Sin embar-
go, en este caso el impulso consta de dos partes, y la expresidén -

para el incremento de velocidad en T debida al impulso es:
. 2 .
dx = (p“x_ + 2nx )dv
P g g
El primer término de la ecuacidén anterior estd represen-

tado por la franja sombreada de la Fig. 8.9b. En cualquier tiempo

posterior t, el incremento en el desplazamiento es

-n(t-7) 2 .
dx = e 1 X _+2nx _)sen t-1)dv
1 (p g g) Py )

Py
Debido al efecto continuo del movimiento del apoyo, el desplaza-«-
miento total de la masa es: '

-nt b
= €

x(t) S env(pzxg+2nig)sen pd(t-T)dﬂ (8.40)
0

Pg

La cual es una expresién algo mas complicada de la integral de Du-
hamel ec. 8.6, vista anteriormente.

S5i se desprecia el amortiguamiento, tenemos que n=0 y —-—
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P4=P; ¥ la ec. (8.40) se simplifica,

x(t) = 1Stp2x sen p(t-1)dv= pstx'sen p(t-1)dr (8.41)
E 0 g g

0

el primer término de la cual es matemdticamente el migmo de la ec.
(8.3).

Consideremos ahora, el caso de la aceleracidén del terre-
no, Xg. Como fue hecho en el capitulo anterior para vibraciones -

forzadas, usaremos el siguiente cambio de coordenadas:

x* = x-x
g
X* = x-x
g
X* = X-X
g .

donde el simbolo x* denota el desplazamiento relativo de la masa -
con respecto al terreno. Sustituyendo x-xg, X-%X y ¥, de acuerdo
a las ecuaciones anteriores; en la ec. (8.37) y reordenando se ob-
tiene:

mX* + ckx¥* + kx* = -m¥

g

El término del lado derecho de esta ecuacidn, es equiva-
lente a una fuerza excitadora de magnitud -mig aplicada directamen
te a la masa. 5i a la ecuacién anterior se le divide por m, puede
reescribirse como,

X* + 2nx* «+ p2x* = —kg (8.42)

donde -Xg representa la funcién forzante en coordenadas relativas
debido a la aceleracidén del terreno.

La ec. (8.42) es matemdticamente la misma que la ecua---

ccién para un sistema sujeto a una fuerza excitadora arbitraria y -

podemos concluir que la respuesta del sistema en coordenadas rela-
tivas sigue el patrén similar de los casos previos. Hasta aqui, -
la integral de Duhamel para la respuesta amortiguada relativa al -
terreno es

x*(t) = _e—ntst enr

ngen gd(t-r)dt (8.43)
Py O



Si se desprecia el amortiguamiento, la ec. (8.43) se reduce a,

x*(t) = —lgtﬁ sen p(t-v)ar (8.44)
p'0 g .

La respuesta absoluta del sistema puede ser calculada si
g existen las condiciones iniciales de desplazamiento del terreno y

velocidad.

8.6 PROBLEMAS RESUELTOS.

de libertad sin amortiguamiento sujeto a una fuerza de incremento
lineal conocida como funcién rampa, dada por la Fig. P.8.la. La -

relacién de incremento de la fuerza Q por unidad de tiempo es £Q.

F(v)

q.-‘____
r

FIG. P.8.1a

SOLUCION:
La solucidn forzante de este ejemplo, expresada en térmi

nos de £Q y t', es simplemente
F(¥) = £QV (a)

Sustituyendo la ecuacidén anterior en la ec. (8.3)

'.x(t) =_£_Q_St Tsen p(t-7)dT (b)
mp 0

Integrando por partes:

St ¥sen p(t-1)dV = uv - Svdu
0



dv = sen p(t-v)dv, v = cos p(t-v)

1
P

entonces,

. uv - Svdu = g cos p(t—t)lg + 1 St -p cos p(t-v)av
p 2°0
A D
t
= |t cos p(t-1T) + 1 sen.p(t-?)l
P 2 0
p
=t -1 sen pt (c)
2
P p
Sustituyendo la ec. (c¢) en la ec. (b),
x(t) = £Q[t - 1 sen pt|= gg{t - 1 sen pt i
mp \p 2 mp* P
P
x(t) = £Q(t - 1 sen pt) (a)
k P

RESPUESTA

De este resultado se observa que la respuesta para una -
funcidén rampa consiste de la suma de un desplazamiento estatico --
que se incrementa linealmente £Qt/k y una vibracién libre de ampli

tud £Q/kp como se muestra en la Fig. P.8.1b.

La velocidad en cualquier tiempo t, estd dada por la pri
mera derivada de la ec. (d).-con respecto a t, es decir
x(t) = £Q(1 -~ cos pt) = £Q(1 - cos 2mt/T) (e)

k k
RESPUESTA
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La velocidad es cero en t = 0, T, 2T, 3T, etc., puesto -
que la pendiente es cero para estos tiempos. Ademas, la vel&cidad
es siempre positiva y su valor méximo es de 2£Q/k para t = T/2, --
3T/2, 5T/2, etc.

de libertad no amortiguado sujeto a la funcién forzante de la Fig.

P.8.2. Considerar condiciones iniciales nulas.

Ar(w)

i
1
! .
)
!

. ; >t

q »

el t2
FIG. P.8.2
SOLUCION:

Seglin la Fig. P.8.2, la fuerza forzante en cada interva-
lo de tiempo es

F(g) = Fl para Og t g tl

F(7) = Fl - F (V—tl) para t <t <t2 (a)
t —tl

F(¥) = 0 para t, <t

Aplicando la integral de Duhamel, ec. (8.4):
INTERVALO Ot gt

1
t t
x(t) = i_s Flsen p(t-%) av = Fls sen p(t-v)dv
mp 0 ='0
mp
t
x(t) = F, |cos p(t-v)
2 o}
mp
x(t) = Fl/mpz(l - cos pt), para O<tgt, RESPUESTA



INTERVALOV tl <t <t2
t1
x(t) = E_J Flsen p(t-v) av «+
mp’ o
1 St F. - F (t-t.)| sen p(t-t)av
E;-t 1 1 1
1 tz-tl
t1 t
x(t) = F, $ sen p(t-1)dT + S sen p(t-T7)d?% -
— V|0 t
mp 1

1 St Tsen p(t-v)dT + tl St sen p(t-v)dv
t-t. 't T tl
2 1 1 t2— 1

Recordando que:

Ssen p(t-t)dy¥ = 1 cos p(t-7)

el

S ¥ sen p(t-7v)dy t cos p(t-7) + 1l sen p(t-1)
2

P p
Yy sustituyendo estos valores en la ecuacidn anterior:
t t

x(t) = El [cos p(t-%) + cos p(t-t) -

2 0 1

mp
t
1 ) cos p(t-t¥)+1l sen p(t-T) +
t,-t p
2 71 tl

cos p(t-1T) t
t1

tg )
f2_t1

"x(t) = Fl ros p(t-tl) - cos pt + 1 - cos p(t—tl) -

mp
1 (t - t. cos p(t-t.) - 1 sen p(t-t.)) +
1 1 = 1
t-ty P

( t) ) (1 - cos p(t—tl)q
t

2%



Simplificando, se obtiene:

x(t) = F 1 - cos pt + t_ -t + 1 sen p(t-t
1 1 ;ﬁ?—rg—) 1
mp2 tz—tl 2 "1
RESPUESTA
INTERVALO 1:2 £t
tl
x(t)=l_s F, sen p(t-v)dv +
mp’ 0
t2
1 (1?1 - F, (%- tl))sen p(t-T)dt
mp’t <
1 t2 tl
t1 t2
x(t) = F1 S sen p(t-1)dy + S sen p(t-7)dv -
—1'0 t
mp 1
t2 t2
1 5 Tsen p(t-T)dr + tl S sen p(t-v)dT
t, -t t -t
2 1 1 tz—tl 1
De donde resolviendo las integrales y reacomodando términos se ob-
tiene:
x(t) = Fl fcos pt+ 1 (sen p(t—tl)—sen p(t-tz)
- p(t,~-t )
k2 2 71
RESPUESTA

de libertad no amortiguado sujeto a la aceleracién del apoyo dado

por la funcidn trigonométrica *g = a(l-sen ﬁt/2t1).
9
9
a
-t
ol . t
FI6 P.8.3



SOLUCION:

La frecuencia de la fuerza es w = v/2t1,
este valor en la ecuacién de la aceleracién se obtiene:

ig = a(l - sen wt) (a)

Yy sustituyendo

La respuesta del sistema esté dada por la ec. (8.44), y

sustituyendo Xg tenemos:

x*(t) = - 1 s a(l - sen w¥) sen p(t-%)dyg (b)
p

INTERVALO O gt g tl

x*(t) = -1 St a(l-sen w¥) sen p(t-v)d7 (c)
o]

e

x*(t) = —gst sen p(t-¢)dv + gst sen w¥ sen p(t-¢)dt
p’o

p'0

x*(t) cos p(t-%)

i

-a_ t+gst sen wtsen p(t-7)dT

0Op'o

(a)
Evaluaremos por separado la integral de la ec. (d).

ra ello, aplicaremos la siguiente identidad trigonométrica:

sen A sen B = %(cos (A-B) - cos (A+B)),
Obteniendo:

v
st sen wf sen p(t-T)dT=
(o]
Zst(cos(wv—p(t—t)) - cos(wt+p(t-%)))dp =
(o]

‘ZSt(cos((w+p)T—pt)—cos((w-p)7+pt))dt =
[¢]

Zst cos((w+ply -pt)dt - Zst cos((w-p)y +pt)dt =
0 0

Pa-

% 1 sen((w+p)t-pt) - 1 sen((w—p)t+pt)]t = (e)
0

W+p w-p

Z[ 1 (sen wt-sen(-pt)) - 1 (sen wt-sen ptq
W+p W-p



2

%[ -2p sen wt + 2w  sen pt] =
2 2 2 '
w -p w -p

l( 1 )sen wt - w ( 1 )sen pt
1- 2, 2 2\1- 2, 2
P "w/p P w/p

#;ngustituyendo el factor de amplificacién dindmica:
A= 1 ,se obtiene
1- 2, 2
w /p
St sen wt sen p(t-7)d% = B(sen wt - w sen pt) (f)
0 P p

Sustituyendo la ec. (f) en la ec. (d):

x*(t) = -a [1 - cos pt + A(w sen pt - sen wt)], © gt;gtl
2 P ‘
p
RESPUESTA
INTERVALO t atl
tl
x*(t) = -ls a(l-sen wt) sen p(t-t)dT (h)
p’0
tl tl .
x*(t) = -a [cos p(t-7) + §S sen wv¥ sen p(t-7)dy
p2 o p’o0 v (i)

Andlogamente, evaluando por separado la integral de la -

ec. (i) y con la ayuda de la ec. (e) se obtiene:

tl
S sen wt sen p(t-7)dr =
¢]
- tl
%|_1 sen({(w+p)¥-pt) - 1 sen((w-p)¥+pt) =
|w+p w-p 0
Zf 1 (sen((w+p)t1—pt)—sen (—pt» -
© Jwep
1 (sen((w—p)tl+pt)-sen pt) =
w-p
%t sen((w+p)t1—pt) - 1 sen((w-p)t1+pt) +
W+D w-p
_2w__ sen ptl=
2 2
w -p v



1 1 ——

%] 1 sen{(wt, -p(t-t_ )) - 1 sen(wt1+p(t~tl))+
w+p w-p

2
wo-p

2w sen pt
2
Aplicando las siguientes identidades trigonométricas:

sen (A+B) = sen A cos B + cos A sen
sen (A-B) = sen A cos B - cos A sen

se obtiene:

%[ 1 (sen wt1 cos p(t—tl) - cos wt, sen p(t-tl)) -
w+p

1 (sen wt, cos p(t-tl) + cos wt, sen p(t-tl)) +

1 1
w-p
2w sen p1
2 2
w -p
Como:
w = ﬁ/ztl, entonces wt1 = /2
Sustituyendo este valor en la ec. anterior, se obtiene:
Z[( 1 - 1 )cos p(t—tl) + 2w sen pt] =
w+p w-p w2_p2
%l -2p cos p(t—tl) + 2w sen pt| =
2 2 2 2
w -p W ~-p
1 cos p(t—tl) - w sen pt
2,2 - 2 2, 2
p(i-(w"/p7)) p (1-(w"/p7))

En términos del factor de amplificacién dinémica,

t
S ! sen wt sen p(t-1)dT = é[cos p(t—tl) - w sen pﬂ
[0] N
. P P (3)
Sustituyendo la ec. (j) en la ec. (i):
x*(t) = -a [cos p(t—tl) - cos pt] +
2
p
apl(cos p(t—tl) - w sen pt)
p2 P



x*(t) = -a Fcos p(t—tl)—cos pt+A(w sen pt-cos p(t-tl)q
2 P
p

t>t1 SOLUCION

P.8.4. Determine la respuesta dindmica de una torre su-
'E'Jeﬁa a una réafaga de viento (carga). La idealizacién de 1la estruc
tura y la carga se muestran en la.Fig. P.8.4. Despreciar el amor-

tiguamiento.

+ ——p t
o 0.0 00 ogs " teed)

SOLUCION:
Para este sistema:

m = = 38.64x1000 = 100.0 lb—52

W = 38.64x1000
g 32.2x12 in
k

p =F= 100,000' = 31.62 st
m 100

Debido a que la carga estéd dada por una funcién llneal -
segmentada, la respuesta se obtiene con la integral de Duhamel -
ecs. (8.18) y los coeficientes A(t) y B(t) se determlnarén con las
ecs. (8.25) y (8.26).

Los célculos necesarios se presentan en forma tabular pa
ra varios intervalos de tiempo (Tabla 8.1). Las integrales de las
ecs. (8.23) y (8.24) son denominadas AA y aAB en 1la tabla, puesto -
que:

t.,

BA = A(t;) - A(t, ) = Stl F(T)cos prdv

i-1



t,
) = S 1 F(%¥)sen ptdy

¥ 8B = B(t;) - B(t,_ .
i-1

1

Sustituyendo valores numéricos en la ec. (8.25) y (8.26) para --=-
t = 0.02 seg

A(t=0.02) = 120 000.00 (cos(0.6324)-cos(0)+
(31.62)2(0.02)
31.62(0.02)sen(0.6324i)

A(t=0.02) = 1082.66

B(t=0.02) = 120 000.00 (sen(0.6324)-31.62(0.02)cos
(31.62)2(0.02) (0.6324))
B(t=0.02) = 485,97

Para t = 0.04 seg

.

A(t=0.04) = 1082.66+120 000(sen(1.2648)-sen(0.6324))
31.62

A(t=0.04) = 2458.24

B(t=0.04) = 485.97+120 000(cos(0.6324)-cos(1.2648))
31.62

B(t=0.04) = 2403.87
Para t = 0.06 seg

A(t=0.06) = 2458.24+(120 000-0.04(-120 000/0.02))%
(sen(1.8972)-sen(1.2648))/31.62 +
(-120 000) (cos(1.8972)-cos(1.2648)+
(31.62)%(0.02) _
31.62(0.06sen 1.8972-0.04sen 1.2648))
A(t=0.06) = 2 571.41 o
B(t=0.06) = 2463.a7+(120 000~0.04(-120 000/0.02))x
(cos(1.2648)-cos(1.8972))/31.62 +
(=120 000) (sen(1.8972)-sen(1.2648)-
(31.61)2(0.02)
31.62(0.06cos 1.8972-0.04cos 1.2638))
B(t=0.06) = 3585.,19

Sustituyendo los valos de A(t) y B(t) en la ec. (8.18),

se obtienen los desplazamientos:



x(t=0.02)

x(t=0.02)

x(t=0.04)

x(t=0.04)

x(t=0.06)

x(t=0.06)

1t

(1082.66s5en(0.6324)-485.97cos(0.6324))

0.0784 in

(100)(31.62)

RESPUESTA

(2458.24sen(1.2648)-2403.87cos(1.2648))

0.5123 in

(100)(31.62)

RESPUESTA

(2571.415en(1.8972)-3585.19co0s(1.8972))

1.1338 in

(100)(31.62)

RESPUESTA

Puesto que la terminacién de la rafaga es en t=0.060 seg

los valores de A y B permanecen constantes despues de ese tiempo.

Consecuentemente,

las vibraciones libres siguientes se obtienen --

sustituyendo los valores de A y B evaluados para t=0.06 seg en la

ec. (8.18), es decir:

x(t) = 0.8132sen 31.62t - 13.1338cos 31.62t

para t» 0.060 seg.

t___F(T) pt aA(t) A(t) 2AB(t) B(t) x(t)

0.00 o 0 0 0 0 0 0
0.02 120 0.6324 1082.66 1082.66 485.97 485.97 0.0784
0.04 120 1.2648 1375.58 2458.24 1917.90 2403.87 0.5123
0.06 0 1.8972 113.17 2571.41 1181.32 3585.19 1.1338
0.08 0 2.5296 [¢] 2571.41 o] 3585.19 1.3952
0.10 0 3.1620 0 2571.41 0 3583.19 1.1170

TABLA 8.1 CALCULO NUMERICO DE LA RESPUESTA



"SISTEMAS DE VARIOS GRADOS DE LIBERTAD"

En todos los capitulos anteriores, analizamos y obtuvi--
mos la respuesta dindmica para estructuras modeladas como sistemas
de un grado de libertad. Solo si la estructura toma una Gnica for
ma durante su movimiento, el modelo de un grado de libertad propor
ciona la respuesta dinédmica exacta. En otras circunstancias, cuan
do la estructura toma més de una posible forma durante el movimien
to, la solucidén obtenida de uﬁ modelo de un grado serd una aproxi-
macién al comportamiento dinadmico real. .

V _Laé estructuras no siempre pueden ser descritas por un -
modelo de un grado y, en general, tienen que ser representadas por
modelos de varios grados. En realidad, las estructuras son mode--—
los continuos y como tales, poseen un nUmero infinito de grados de
libertad. Los métodos analiticos existentes que describen el com-
portamiento dinédmico de las estructuras continuas (propiedades uni

formes y geometria regular), son bastante complejos, debido a que

9-1



requieren andlisis matematico considerable, como la solucién de e-
cuaciones diferenciales parciales y ademds son aplicables solo a -

estructuras reales simples.

9.1 EDIFICIO DE CORTANTE DE VARIOS PISOS.

Consideraremos uno de los més instructivos y précticos -
tipos de estructuras, el cual envuelve muchos grados de libertad:
EL EDIFICIO DE CORTANTE DE VARIOS PISOS, el cual puéde ser defini-
do como una estructura en la cual no existe rotacién de una sec—--
cién horizontal a nivel de los pisos. A este respecto, el edifi--
cio desplazado tendrd muchas de las caracteristicas de una viga en
cantiliver que es desplazada solo por fuerzas de corte; de aqui el
nombre de edificio de cortante. Para llevar a cabo dicha defYe-—-
xién en un edificio, debemos suponer que: (1) la masa total de la
estructura estéd concentrada a nivel de los pisos; (2) las trabes -
sobre los pisos son infinitamente rigidas comparadas con las colum
nas; y (3) la deformacidén de la estructura es independiente de las
fuerzas axiales presentes en las columnas. La primera suposicién
transforma el problema de una estructura con un niimero infinito de
grados de libertad (debido a la masa distribuida) a una estructura
de varios grados de libertad con masas concentradas a nivel de los
pisos. Asi, una estructura de tres pisos modelada como un edifi--
cio de cortante(Fig. 9.l1a) tendrd tres grados de libertad, es de--
cir, tres desplazamientos horizontales a nivel de piso. La segun-~
da suposicidén asegura que las uniones entre trabes y columnas es--
tan fijas contra rotaciones y por Gltimo, la tercera nos lleva a -

la condicién de que las trabes rigidas permanecerdn horizontales -

‘durante el movimiento.

' Deberd notarse que el edificio puede tener cualquier ni-
mero de crujias y que solo por conveniencia representamos el edifi
cio de corte en términos de una. Realmente, podemos idealizar mas
el edificio como una simple columna (Fig. 9.2a), con masas concen-
tradas a nivel de los pisos, sobreentendiéndose que solo los des-
plazamientos horizontales son posibles. Otra alternativa es adop-

tar el sistema masa-resorte mostrado en la Fig. 9.3a para represen

9-2
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B

tar el edificio de corte. En cualquiera de las tres representacio
nes descritas, el coeficiente de rigidez o constante del resorte -
ki entre dos masas consecutivas es la fuerza requerida para produ-
cir un desplazamiento unitario relativo en dos pisos adyacentes.

b Para una columna uniforme con los dos extremos fijos con

tra rotacién, la constante del resorte esti dada por:

I3

donde E es el modulo elastico del material, I el momento de iner—-
cia de la seccién transversal y L la altura del piso.

Cabe aclarar que las tres representaciones mostradas en
las Figs. 9.1 a 1la 9.3 para el edificio de cortante, son equivaleg
tes.

9.2 ECUACIONES DE MOVIMIENTO PARA SISTEMAS DE VARIOS GRADOS DE LI~
BERTAD.

En esta seccién estableceremos las ecuaciones de movi--—
miento de sistemas con grados de libertad lineales y angulares a--
plicando el equilibrioe dinédmico de traslacién o de rotacién.

Iniciaremos con el sistema masa-resorte de dos grados de
libertad (edificio de cortante de dos pisos) de 1la Fig. 9.4a, en -
el cual las masas solo pueden moverse en la direccidn x Y no hay -
friccidén u otro tipo de amortiguamiento en el sistema. Como coor-
denadas que definen el movimiento del sistema, tomaremos los des—-~
plazamientos x1 y x2 de las masas desde éus posiciones de equili--~
brio estéatico (deformaciones nulas de los resortes).

Aplicando la segunda Ley de Newton a los diagramas de --

cuerpo libre de 1la Fig. 9.4b obtenemos las ecuaciones de movimien-

como:
2

to para myy m



0, (t) 0,(t)

S R 2y

(b)

FIG. 9.4 MODELO MASA-RESORTE DE DOS GRADOS DE

LIBERTAD.
m ¥, = -klx1 + k2(x2—x1) + Ql(t) (a)
m222 = —k2(x2—x1) + Qz(t)
Reacomodando términos obtenemos:
mlil + (k1+k2)x1 - k2x2 = Ql(t)
(9.1)
Mo%Xoy = koXp + kpx, = Q,(%)

Asi, tenemos un sistema de dos ecuaciones simulténeas di
ferenciales lineales y de segundo orden con coeficientes constan--
tes.

Como un segundo ejemplo consideraremos la masa suspendi-
da por resortes de la Fig. 9.5a. Los tres resortes estan en el --
mismo plano, y tienen constantes kl’ k2 y k3. Se supone que la ma
sa se desplaza solo en el plano de los resortes (plano x-y), por -
lo cue el movimiento puede definirse por las componentes de trasla
cién relativas a la posicidén de equilibrio X, ¥ ¥y Considerando
pequefios desplazamientos, las fuerzas en los resortes Rl, R2 Yy R3
ejercidas en la masa (ver Fig. 9.5b) pueden considerarse que tie--
nen la misma inclinacién de los resortes en la posicién de equili-
brio. Con estas suposiciones las ecuaciones de movimiento de la -

masa son:

3 (b)
y myl = X Risen oy + Q



donde:

Ri = —ki(xlcos =y + ¥y sen xi) (c)

Sustituyendo la ec. (c) en las ecs. (b) y reacomodando términos se

obtiene:

3
o 2
m¥, + i)_:lki(xlcos_oci + y,sen « cos ui) = Qx
- (9.2)
3 2
my, + iglki(xlsen o, cOS oC; + y,sen xi) = Qy

Por dGltimo, consideraremos el sistema de la Fig. 9.6 que
consiste de dos discos montados en un flecha que estd fija en los
puntos A y B y restringen la traslacién lateral de los puntos C y
D. Los tres segmentos de la flecha tienen rigideces rotacionales
krl’ kr2 y kr3' Los grados de libertad rotacionales de los discos
‘son ¢1 y ¢2, los momentos polares de inercia de la masa Il e 12 y
las fuerzas de torsidn aplicadas T, vy T,. Para este caso las ecua

ciones de movimiento rotacional son:

1,0, = -k P + ko, (8,-0)) + T,

g, + T

1,9, = °kr2(¢2'¢1) -k 2 2

r3

En las cuales reacomodando términos se obtiene:



FIG. 9.6

[}
3

10, + (k +k )8, - k_,0

rl r2°"1 r2°2 1

(9.3)

I262 -k B, + (k__+k__)@_ =T

r2”1 r2 "r3'72 2

Dentro de la categoria de "Sistemas de varios grados de
libertad" se incluyen todos los sistemas de mds de un grado de li-
bertad pero menos de un nimero infinito de grados de libertad. La
configuracién de estos sistemas estd determinada por un ndmero fi-
nito de coordenadas de desplazamiento. Si hay n grados de liber--
tad asociados a las masas, entonces se requieren n ecuaciones dife

renciales para describir los movimientos del sistema.

9.3 ECUACIONES DE ACCION: COEFICIENTES DE RIGIDEZ.

Las ecs. (9.1), correspondientes al edificio de cortante

de dos grados de libertad pueden reescribirse en forma matricial:

m 0 ps Tk, +k -k X Q. (t)
1 1 + 1 2 2 1 - 1 (9.4)

o] m, || ¥ —k2 , k X, QZ(t)
Estas relaciones pueden escribirse en forma mas concisa como:

M¥ + kx = Q (9.5)

donde M y k son, respectivamente, la matriz de masa y rigideces; -



para sistemas de n grados de 1ibeftad estardn dadas por:

in 11 12 1n
m se.e m k k ... k
2
M= 22 n , E - 21 22 2n (9.6)
n2 """ Man knl kn2 e knn

Yy X, ¥y Q son, respectivamente, los vectores de desplazamiento, a

celeracién y fuerza dados por:

X, ¥, Ql(t)
x =[*2|, x =|¥%2|, q =% (9.7)
*n X, Qn(t)

Debe de tomarse en cuenta que la matriz de masas M co---
rrespondiente al edificio de cortante es una matriz diagonal (los
elementos distintos de cero estdn solo en la diagonal principal),

como se ve en el arreglo (9.4),

Ahora, nos concentraremos en la matriz de rigideces k yA
el desarrollo de su contenido de una manera organizada. A los ele
mentos de esta matriz se les denomina "coeficientes de rigidez".
En general, el coeficiente de rigidez kij estéd definido como la --
fuerza en la coordenada i al dar un desplazamiento unitario en la
coordenada j, mientras todas las demds coordenadas se fijan. Las
Figs. 9.7a y 9.7b ilustran este proceso para ellsistema de la Fig.

9.4. En la Fig. 9.7a se di un desplazamiento x.=1, mientras x, = O.

1 2
Las fuerzas estiticas requeridas para esta condicién son denomina-

das k11 y k El simbolo kll representa la fuerza ejercida en la

21"
masa 1 al darle un desplazamiento unitario, mientras k21 es la ~--

fuerza ejercida en la masa 2 al dar un desplazamiento unitario en
la masa 1. Los valores correspondientes a k11 y k21 pueden deter-

minarse en la Fig. 9.7c y son: kll = k1+k2 Yy k = -k Como pue-

21 2"
de observarse se han determinado los elementos de la primera colum



na de k. Siguiendo un procedimiento similar pueden determinarse -
los términos de la segunda columna de k, dando un desplazamiento u
nitario x, = 1, mientras x, = 0 y con la ayuda de la Fig. 9.7b y -

2 1
9.7d&se determina que klZ = —k2 y k22 = k2. Para sistemas linea--

.y, les elésticos con pequefios desplazamientos, la matriz de rigideces

es"'siempre simétrica y en este caso vemos que k12 = k21 = -k2.
"Por otra parte, el término mij en la matriz de masas, es
la fuerza en la coordenada i debida a una aceleracidn unitaria en
j. Esta definicidén es andloga a la de los coeficientes de rigidez
y el procedimiento formal para determinar los coeficientes de M es
similar al descrito previamente para determinar las columnas de k.
Cuando en las ecuaciones de movimiento (ec. (9.5)) apare

ce la matriz de rigideces k se les denomina ECUACIONES DE ACCION.

1 2
k
— 2 ——
k12 L..k22:
[0) (l) X




9.4 ECUACIONES DE DESPLAZAMIENTO: COEFICIENTES DE FLEXIBILIDAD.

Una alternativa aproximada en el desarrollo de las ecua-
ciones de movimiento de una estructura es la utilizacién de los --
coefjcientes de flexibilidad en lugar de los de rigideces. De es-
“+ta manera, las propiedades elasticas de la estructura estan descri
taé por los '"coeficientes de flexibilidad", los cuales estan defi-
nidos como las deflexiones producidas por una carga unitaria apli-
cada en una de las coordenadas. Especificamente el coeficiente de
flexibilidad fij es definido como el desplazamiento en la coordeng
da i al aplicar estdticamente una fuerza unitaria en la coordenada
j. Las Figs. 9.8a y 9.8b ilustran los coeficientes de flexibili~~
dad correspondientes a una fuerza unitaria aplicada en uno de los
pisos del edificio de cortante de dos pisos. .Usando estos coefi--
cientes y aplicando el principio de superposicidén, podremos esta--—
blecer que el desplazamiento de cualquier coordenada es igual a la
suma de los productos de los coeficientes de flexibilidad en esta

ordenada multiplicados por la fuerza correspondiente.

f m X
2 22, 0,8 ~—22
! I
1)
Fl ! m X
Uy B0,
/ /
/ 1
' /
27777 ML? 77777 7777 Ve 777

FIG. 9.8 COEFICIENTES DE FLEXIBILIDAD Y FUERZAS
o EN UN EDIFICIO DE CORTANTE DE DOS PISOS

La Fig. 9.8c muestra las fuerzas actuantes sobre el edi-
ficio de cortante. Por consiguiente, los desplazamientos para el
edificio de dos pisos pueden ser expresados en términos de los coe

ficientes de flexibilidad como:



»
1

= (Q, (t)=m % )E _ + (Q (t)-m_ ¥ )f
+ 1 1 171 11 2 272 12 “(9.8)

»
]

2 (Ql(t)—mlil)fZI + (Qz(t)-mzk‘z)f22

Reordenando términos en estas ecuaciones y utilizando no

tacibén matricial, obtenemos:

o

x = FQ - FMx ' - (9.9)

donde F es la matriz de flexibilidades. Para sistemas de n grados

de libertad estd dada por:

f11 f12 e f1n
F=le,. ¢ £
21 22 °° 2n (9.10)
fn1 fn2 oo T
nn
Y los deméds términos ya se definieron en la seccién anterior. A -

las ecuaciones (9.9) se les denomina ECUACIONES DE DESPLAZAMIENTO.

Las definiciones dadas para coeficientes de rigidez y de
flexibilidad estan basadas en consideraciones en las cuales los --
desplazamientbs son producidos por fuerzas estiticas. La relacién
entre fuerzas y desplazamientos estaticos puede obtenerse igualan-
do a cero el vector aceleracién ¥ en las ecs. (9.5) y (9.9), obte-

niéndose:

kx = Q
- (9.11)
FQ = x
De estas relaciones puede observarse que la matriz de ri
gideces k y la matriz de flexibilidades F son matrices inversas --
‘(en referencia a las mismas coordenadas), es decir,

k=f'6F=k"

es decir,

Fxk=1 (9.12)

donde I es la matriz identidad.

Consecuentemente, la matriz de flexibilidades E puede ob
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tenerse calculando la inversa de la matriz de rigideces k o direc-
tamente de la definicidén de coeficiente de flexibilidad. Asi, uti
lizando la relacién entre ambas matrices, obtenemos para el edifi-
cio de cortante,
1/k. 1/k
. F o= 1 1 (9.13)

l/k1 1/k1+1/k2

La extensién de la matriz de flexibilidades para un edi-
ficio de dos pisos a cualquier nimero de pisos es facil de obtener
siguiendo el patrdén de la matriz (9.13).

Para sistemas estaticamente determinados, algunas veces
es mas conveniente trabajar con las ecuaciones de desplazamiento -

que con las ecuaciones de accidén, c¢omo veremos en los ejemplos.

9.6 VIBRACIONES LIBRES NO AMORTIGUADAS EN SISTEMAS DE VARIOS GRA--
DOS DE LIBERTAD.

Cuando se considera vibracién libre, la estructura no es
ta sujeta a excitacidén externa (movimientoldel apoyo o fuerza), y
su movimiento es gobernado solo por las condiciones iniciales. E-
xisten ocasionalmente circunstancias para las cuales es necesario
determinar el movimiento de la estructura bajo condiciones de vi--
bracién libre, pero es raro el caso. No obstante, el andlisis de
la estructura en vibracidén libre proporciona las mas importantes -
propiedades dinédmicas de la estructura, como son: las frecuencias

naturales y las formas modales correspondientes.

9.5.1 FRECUENCIAS Y FORMAS MODALES

Para un sistema con n grados de libertad, las ecuaciones
de accién para vibraciones libres no amortiguadas se obtienen ha--
ciendo el vector de fuerzas igual a cero (Q = 0), en el arreglo --

(9.5). Asi, las ecuaciones de accién toman la forma general:



11 12 in 1 11 12 1n 1
Moy My vee L x2 + k21 k22 . e k2n X, |= 0 (9.14)
Pn1 Mn2 Man| | *n knl kn2 * Zanl *n 0

O en forma concisa:

M% + kx = 0

Ejemplificaremos la solucién de este conjunto de ecuacio
nes homogeneas con el sistema de dos grados de libertad de la Fig.

89.4. Asi, el sistema (9.14) se transforma en:

myy 0 *1 ki1 Kol % 0 (d)

P . + =
O map) ¥z X211 k2ol %2 0 .

De manera andloga a los sistemas de un grado de libertad,

suponemos soluciones arménicas de la forma:

X

i}

1 X, sen (pt+@)

(e)

X, = X, sen (pt+9@)

Estas expresiones implican que en un "modo natural de vi
bracién', ambas masas siguen la misma funcién arménica, y tienen -
la frecuencia angular p y el &ngulo de fase . Los valores de X1
y x5 representan las amplitudes de los movimientos vibratorios. -
Sustituyendo las ecs. (e) en las ecs. (d), resultan las siguientes

ecuaciones algebraicas, las cuales deberin satisfacerse:

2
TPy Xpy o KpaXpg f Kyp¥pp = 0
2 (f)
TP MaoXpp Ko Xpg ¥ KX, =0
6
K 2 k x 0
117P M1 312 ml
2 = (g)
ko1 Koo™P Moo %00 0

Una posible solucién de estas ecuaciones es que X 1=%mo™
0, lo cual corresponde a la posicién de equilibrio estitico sin de

formacién y no dad informacidn acerca de la vibracién. Las ecuacio
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nes pueden tener soluciones no triviales solo si el determinante -

de los coeficientes Xi1 Y X o es igual a cero. Asi,
2
k,,-p m k
11 11 12 = 0 (h)
k Kk, -p°m
21 22 22

La expansién de este determinante resulta en:

2 2 2
(kllfp mll)(kzz-p m22) - k12 =0
é
2.2 2 2
MyaMpp (P )™ = (my kypemyoky  )PT + ky ky, = Ky, = 0

(i)
Esta expresidén, que es cuadréatica en p2, es llamada "E--
CUACION CARACTERISTICA" (o ecuacién de Frecuencia) del sistemsg, y
tiene dos raices denominadas "VALORES CARACTERISTICOS", determina-

dos por la férmula:

pf 5 = -bin2—4ac (3)

2a
donde: a = mllm22
b= =my kyptmypkyy) (k)
k11k22_kf2 = Ikl

La expansién del término dentro del radical de la ec. --
(j), usando las expresiones (k), muestra que es siempre positivo;
por lo tanto, ambas raices pf y pg son reales. Ademds, si el de--
terminante de k (iguél a la constante c¢) no es negativo, la raiz -
cuadrada del término serd mas pequefia o igual a b. Asi, las rai--

ces pf y pg son ambas positivas (o cero). La ec. (j) estéd escrita

‘de tal manera que pl<p2. Asi, la ecuacién caracteristica nos lle-

va a dos frecuencias naturales de vibracidén que dependen solo de -~
las constantes fisicas del sistema.

Sustituyendo los valores caracteristicos pi y pg en las
ecs. (g), encontramos que no podemos obtener valores reales para -

XY xmz. Sin embargo, con estas ecuaciones podemos desarrollar
2

las siguientes relaciones de amplitudes correspondientes a pf Yy p,

respectivamente. Asi,



= -k = k

2
1 % *m1,1 12 T %227P1Mo0
- 2 -
*n2,1 K11 p1m11 koq
(1)
r, = X = -k = k —p2m
2 ml,?2 12 227PoM55
*n2,2 k11"p§“‘11 “kay

El segundo subindice (16 2) en las amplitudes de las --
ecs. (1) denota los "MODOS NATURALES (0 MODOS PRINCIPALES) DE VI-~
BRAR" correspondientes a las raices pf y pg. " E1 valor méas pequefio
de frecuencia angular corresponde al primer modo (o "MODO FUNDAMEN
TAL") y el mayor valor al segundo modo. Usando la frecuencia angu

lar P, ¥ la relacién de amplitud correspondiente r en las ecs. -

1 9
(e), tenemos:
1,1 = T1%m2,1 sen(p t+4,)

(m)
x2’1 = xm2,1 sen(p1t+¢1)

Estas expresiones describen completamente el primer modo

de vibracién o modo fundamental. En cualquier tiempo durante di--

cho movimiento, la relacién de desplazamiento % 1/x2 . ©s la mis-
£ ’

ma que la relacién de amplitud r En cada ciclo de vibracién, am

1°
bas masas pasan dos veces por sus posiciones de equilibrio, y al--
canzan sus posiciones extremas simultédneamente. Nuestro andlisis
no revela limitacién sobre el &ngulo de fase; pero por definicién
de las ecs. (e), debe ser el mismo para ambas masas.

La sustitucién de la frecuencia angular mayor Py, ¥ la co

rrespondiente relacién de amplitud r_, dentro de las ecs. (e), nos

2
lleva a:
.~x1,2 = rzxmz;z sen(p2t+¢2)
(n)
Xy o = xmz'2 sen(p2t+¢2)
las cuales describen el segundo modo de vibracién. En este caso,
la relacién de desplazamiento es siempre x /x =r La solu-

1,2°72,2 2°
cién general de las ecs. (d) consiste de la suma de los modos prin

cipales dados por las ecs. (m) y (n). Asi, tenemos:



15 %, Y %12

X, = rlxmz,lsen(p1t+¢1) + raxma’zéen(pét+¢2)
: (o)

Xp = *2.1 Y %20

>
"

5 xmz’lsen(p1t+¢l) + xmz'zsen(p2t+¢2)

Estas expresiones contienen cuatro constantes arbitra---
rias (xmz,l’ xm2,2’ ¢1 y ¢2) que pueden obtenerse satisfaciendo --
las cuatro condiciones iniciales de desplazamiento y velocidad de
las masas, en t = O.

Las ecs. (o) representan movimientos mis complicados que
no son peridédicos a menos que las frecuencias P, ¥ p, ocurran al -
mismo tiempo. El sistema realiza un movimiento arménico puro solo
si comienza cuidadosamente en uno de sus modos principales.

En forma andloga, podemos determinar las frecuencias y -
formas modales de cualquier sistema de dos grados de libertad.

En el caso de sistemas con varios grados de libertad, na
cen complicaciones adicionales debido a que el numero de términos
se incrementa rédpidamente con el nimero de grados de libertad. Por
esta razén, las formulaciones matriciales son muy efectivas para -
el manejo de gran cantidad de términos.

Ahora, obtendremos la solucién para el conjunto de ecua-
ciones homogéneas correspondientes a un sistema de n grados de li-
bertad (ec. (9.14)). Para ello, supondremos que en un modo natu--—

ral de vibracidén, todas las masas siguen laz funcién arménica:

X;o= X sen(pit + ¢i) (9.15)

en la cual P, ¥ ¢i son la frecuencia natural y el &ngulo de fase -
del i-ésimo modo, respectivamente. El simbolo x; en la ec. (9.15)

denota el vector de desplazamientos, y X representa el vector de

amplitudes. Es decir,

X

*1 ml
X S| *2 Zni =| *m2 (9.16)
*nli xhq_i



Derivando la ec. (9.15) obtenemos los vectores de veloci

dad y aceleracién,

»
i

X, =Py X cos(pit+¢i) ‘ (9.17)

" 2 ’
Ry = =Py X 4 sen(pit+¢i) (9.18)

Sustituyendo las ecs. (9.15) y (9.18) en la ec. (9.14) v

reagrupando términos, tenemos:

2

(Eimi - piygmi)sen(pit+¢i) =0 (9.19)
de donde,

kx - p?M .. = 0

~Zmi i~Zmi =
[}

(k - p2M)x_, = © (9.20)

~ i~"=mi =

La cual, para el caso general es un arreglo de n sistemas algebrii

cos homogéneos de ecuaciones lineales con n desplazamientos desco-

nocidos xmi Y un parémetro pf. Si definimos:
H. = k - p2M (9.21)
~i ~ i~

gi es denominada "MATRIZ CARACTERISTICA", y sustituyéndola en la -

ec. (9.19) se obtiene:

H.x ., =0 (9.22)
~1—ml -

La formulacién de la ec. (9.22) es un problema matemdti-
co importante conocido como un "EIGENPROBLEMA". Su solucidén no --
trivial, es decir, la solucién para la cual no toda xmi=0, requie-

-re que el determinante de la matriz caracteristica sea igual a ce-

ro; en este caso,
4,1 =0 (9.23)

6 en forma expandida:
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2 2 2
K1a7PiMyq KypmPyMyp -ve Kypmpymy
2 , -2
1B, 1 = kpy-pimyy  kppmPimp, rr KopTPyMpn | = 0
2m - 2m k - 2m
n1 Pi™n1 n2 Pi™2 " %an"PiM™an

La expansién de este determinante nos lleva a un polino-
mio de grado n en p?, el cual deberd ser satisfecho para n valores

de pf. Este polinomio es conocido como la "ECUACION CARACTERISTI—

CA" del sistema. Si el polinomio no puede ser factorizado, sus n
raices p?, pg,..., pi pueden encontrarse mediante un procedimiento
numérico. Al igualar el determinante a cero (ec.(9.23)); dichos -

valores o raices, que fueron designados previamente como valores -
caracteristicos, son también llamados "EIGENVALORES" (el prefijo -
eigen significa propio en alemén).

Los eigenvalores serin todos reales y positivos o cero.
Sin embargo, no son necesariamente distintos.

Los vectores de amplitudes modales, cualquiera de los --
cuales estéd representado por Emi' son llamados "VECTORES CARACTE--
RISTICOS O EIGENVECTORES". Si los eigenvalores de un sistema han
sido calculados como las raices de la ecuacidén caracteristica (ec.
(9.23)), los eigenvectores pueden evaluarse por las ecuaciones al-
gebraicas homogeneas (ec. (9.22)). Ya que hay n valores caracte—-—
risticos, habrid también n vectores modales correspondientes. Para
un eigenvalor distinto (no una raiz repetida), n-1 de las amplitu-
des en el eigenvector pueden expresarse en términos de la amplitud
residual resolviendo n-1 ecuaciones simultdneas. Sin embargo, es-
tos cédlculos tan extensos no son necesarios si la definicién for--

mal para la inversa de Hi es considerada como sigue:

it - w2 - w97 (9.24)
~1 ~1 ~1
[H, 1 H, T

El simbolo 5? en la ecuacién anterior, denota la "MATRIZ

ADJUNTA DE gi", la cual se define como la traspuesta de la "MATRIZ



DE COFACTORES g:". Por supuesto, al inversa de Ei no existe en ~-
realidad, ya que el determinante Igil es cero (ver ec. (9.23)); pe
ro, para el propésito de esta discusidén, sin embargo, podemos rees

cribir la ec. (9.23) como:

HHS = [H ]I =0 (9.25)

Comparando la ec. (9.25) con la ec. (9.22), concluimos -
que el eigenvector zmi es proporcional a cualquier columna distin-
ta de cero de la matriz adjunta ﬁ?. Ya que el eigenvector puede -
ser escalado arbitrariamente, puede ser tomado ya sea igual a una
columna o normalizado. Para normalizar un eigenvector, basta con
dividir cada una de las amplitudes entre la amplitud de la primera
masa. )

Otra forma de determinar los eigenvectores es utilizando
las ecuaciones de desplazamiento en lugar de las ecuaciones de ac-
cién; para ello hay que aplicar un procedimiento similar al utili-

zado en las ecuaciones de accién.

9.5.2 COORDENADAS PRINCIPALES Y NORMALES
Para examinar ciertas relaciones inherentes entre los mo
dos principales de vibracidén, consideremos los modos i y j del pro
blema de eigenvalores para las ecuaciones de accién (ver ec.(9.19))
como sigue:

2

k X5 = Py M X (modo i) (9.26)
k x ., = p? M x (modo j) (9.27)
~ =mj J ~ -mj .

La premultiplicacién de la ec. (9.26) por 5:j Yy la pos--

"multiplicgcién de la traspuesta de la segunda por X produce:

xT, k x . = p? xT. M x . (9.28)
-mj ~ -mi i -mj ~ —mi

T 2 T
imj 5 zmi - pj Emj M Emi (9'29)

Los lados izquierdos de las ecs. (9.28) y (9.29) son i--

guales, asi, la sustraccién de la segunda ecuacién a la primera --
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trae como consecuencia la relacién:

(p? - p?)xT

. Mx =0 (9.30)
i -mj ~ = ‘

mi

Por otro lado, si dividimos ambos lados de la ec. (9.28)

. por 5? y ambos lados de la ec. (9.29) por p?, los lados derechos -

se-vuelven iguales. Entonces su resta da:
1 -1 §T. kx =0 (9.31)
2 2™ m
Py Dj

Para satisfacer las ecs. (9.30) y (9.31) cuando i#j y --
los eigenvalores son distintos (pf # p?), se deben tener las si---

guientes relaciones:

xT M x .= x' Mx =0 ($.32)
Zmj Zmi Zmi ¥ Zmj

v Xk x .= x'. k'x =0 (9.33)
=mj ~ =mi =mi * Z=mj

Estas expresiones representan las "RELACIONES DE ORTOGO-
NALIDAD" entre los modos principales de vibracién. De la ec. ———-
(9.32) vemos que los eigenvectores son ortogonales con respecto a
M, y la ec. (9.33) muestra que tambien son ortogonales con respec-
to a k.

Para el caso de i = j, las ecs. (9.30) y (9.31) dan:

xX M x . =M ., M. >0 (9.34)

-mi ~ =mi pi pi

xT k x = k k >0 (9.35)
y =mi * =mi = Tpi’ pi : '
‘donde Mpi y kpi son constantes que dependen de cémo el eigenvector

X esté normalizado. Colocaremos todos los eigenvectores columna

en una "MATRIZ MODAL" de nxn, de la forma:
X = [5m1’ X oor eees Emn] (9.36)

Entonces podemos establecer las ecs. (9.32) y (9.34) colectivamen-

te como:



MX =M ) (9.37)

xT
~m

donde Mp es un arreglo diagonal que serd denominado como "MATRIZ -
DE MASAS PRINCIPAL"; y estéd dada por:

My, 0 ... 0
M =1|o0 M, ...0 : 9.38
4, p2 ( )
0 0 ... M
pn

Andlogamente, las ecs. (9.33) y (9.35) se combinan en:

XXk X =k ' (9.39)
“m ~ *m  ~p

en la cual Ep es otro arreglo diagonal que serd llamado "MATRIZ DE

RIGIDECES PRINCIPAL"; y estd dada por:

ko © .. 0
k =19 Kgp - O (9.40)
p .
0 K
pn |

Las ecs. (9.37) y (9.39) representan la diagonalizacién
de las matrices M y k. Si cualquiera de ellas ya es diagonal, la
operacién en la ec. (9.37) 6 (9.39) escala solamente los valores -
sobre la diagonal.

V A fin de tomar ventajas sobre el proceso de diagonaliza-
cidén, reconsideremos las ecuaciones de accién del movimiento para
vibraciones libres de un sistema no amortiguado con varios grados

de libertad, como sigue:

M¥ + kx = O (9.41)

La premultiplicacién de la ec. (9.41) por X; y la inser-

cidén de la matriz identidad, I = §mX;l antes de X y x produce:
Xwx xPxexTkx xtx-o (9.42)
~m ~ ~m ~m = ~m ~ ~m *m =



la cual es igual a:

M % +k x =0 (9.43)
P =p Pp=p = _

Los vectores de desplazamiento Yy aceleracién en esta ecuacidén es--

tan definidos por:

x = Xt x (9.44)
; -1
y Zp = 1{m Ed (9.45)

De acuerdo con las ecs. (9.37) y (9.39), las matrices ge
neralizadas de masas y rigideces de la ec. (9.43) son ambas diago-
nales. Los desplazamientos generalizados xp dados por la ec.(9.44)
~son llamados "COORDENADAS PRINCIPALES", para las cuales las ecua-—
ciones de movimiento (ec. (9.43)) no tienen acoplamiento inercial
ni elédstico. De la ec. (9.44) encontramos que las coordenadas ori

ginales estan relacionadas a las coordenadas principales por:

X =X x (9.46)
Z “m Zp

y de la ec. (9.45), tenemos:

X=X .5 (9.47)

Recordando la definicién de matriz modal dada por la ec.
(9.36), vemos que los desplazamientos generalizados zp operan en -
la ec. (9.46) como factores de escala sobre las columnas modales -
de Zm’ para producir los valcres de los desplazamientos reales X.
Asi, las coordenadas principales de un sistema de varios grados de
libertad son sus modos naturales de vibracién.

El problema de eigenvalores, ec. (9.26), puede plantear-

se de forma més comprensiva expandiendo imi' a Km’ obteniéndose:

2
k X, =M X B (9.48)

El simbolo p2 de la ec. (9.48) representa una matriz diagonal con

los valores de p? en la diagonal, es decir,



p1 o ... 0

p2 =10 p: ... 0 (9.49)
2
0 ‘ 0o ... pn

Este arreglo, algunas veces llamado "MATRIZ ESPECTRAL",
serd referido como la "MATRIZ DE EIGENVALORES", o "MATRIZ DE VALO-
RES CARACTERISTICOS". La matriz Km en la ec. (9.48) posmultiplica
de tal forma que una columna modal tipica X i estéd escalada por el
correspondiente eigenvalor, p?. Premultiplicando la ec. (9.48) --

por g: y usando las relaciones (9.37) y (9.39) obtenemos:

k =M p2 (9.50)
~p ~p -~ ’

de aqui,
k ., = M . p2 (9.51)
pi pi i

Asi, en coordenadas principales, la i-ésima rigidez prin
cipal es igual a la i-ésima masa principal multiplicada por el i-é
simo eigenvalor.

Ya que los vectores modales pueden escalarse arbitraria-
mente, las coordenadas principales no son tGnicas. De hecho, hay -
un nimero infinito de arreglos de tales desplazamientos generaliza
dos, pero la eleccién méds comin es aquella para la cual la matriz
de masas es transformada a la matriz identidad. Establecemos esta
condicién especificando que Mpi en la ec. (9.34) debe ser igual a

la unidad, como sigue:

T
= = .52
Xyg Moxyy = My =2 (9.52)
en la cual
iNi = imi (9.53)
Cc

Bajo esta condicidén, el eigenvector X se dice que esté

Ni
"NORMALIZADO" con respecto a la matriz de masas. El valor Ci en -

la ec. (9.53) se calcula como:



C, = +JxT M x g + & xm.. (§ WM. Xnm )l (9.54)
17 N 5 Epg T2 351 3in ) ik Mk e

Si la matriz de masas es diagonal, esta expresidén se convierte en:

n 2
Ci = + Ij-l(Mj iji) (9.55)

Cuando todos los vectores de la matrizmodal estan norma-
lizados de esta manera, cambiamos el subindice m a N Yy usamos el -
simbolo KN en lugar de §m. Entonces, la matriz de masas principal
dada por la ec. (9.37) se convierte en:

T

KN M KN =M =1 (9.56)
Ademds, la matriz de rigideces principales de las ecs. (9.39) y --
(9.50), es:

I3

k Xy =k, =0 (9.57)

6, para el i-ésimo modo:

2

Xni K Xyg = kpi = Py (9.58)

Asi, cuando los eiggnvectores estdn normalizados respec-
to de M, las rigideces en coordenadas principales son iguales a --
los eigenvalores. Este arreglo particular de coordenadas principa
les es conocido como "COORDENADAS NORMALES".

Otra alternativa de las ecuaciones de movimiento (ec. —-
(9.41)), se obtiene premultiplicando por M-l la ec. (9.41); a es--
tas ecuaciones resultantes se les denomina "ECUACIONES DE ACELERA-
CION",

%+ g‘l kx=0 ' (9.59)
.Esta ecuacién puede transformarse a coordenadas principales susti-
tuyendo la ec. (9.46) para x y la ec. (9.47) para %. Ademas, si -
premultiplicamos por ¥;1 obtenemos:

-1 .-1

X+ X M kX x =20 (9.60)
-p ~m -~ ~ ~m —p
. ; . -1,T ,T
Insertando la matriz identidad I = (gm ) Km antes de k,

la matriz de coeficientes de la ec. (9.60) se vuelve:



-1 -1 -1, T T -1 _ .2
)jm lf (§m ) ).Sm ]f l(m - )fp ‘.Sp n g (9.61)

De aqui, la ecuacién matricial para aceleraciones, en co

ordenadas principales puede escribirse como:

+ p x =20 (9.62)

9.5.3 DESACOPLAMIENTO DE LAS ECUACIONES DE MOVIMIENTO

Si expandemos la ec. (9.43) obtenemos el siguiente siste

ma
Mpl o] ... 0O kpl kpl 0 .. 0 xpl (o]
0 Mp2 (o} xp2 + |0 kp2 . o] xp2 = |0 (9.63)
0 0 e X 0 ..ok b
pn pn pn pn
Yy efectuando operaciones se obtiene:
Mplxpl + kplxpl 0
M X + k__.x 0
p2 p2 p2 p2 (9.64)

Mpnxpn + kpnxpn

Este conjunto de ecuaciones diferenciales resultantes, -
no tienen acoplamiento inercial ni eldstico debido a que las matri
ces Mpl y Epl son diagonales. E1 desacoplamiento de las ecuacio--
nes de movimiento significa que cada ecuacién sea independiente u
na de la otra. Asi, el sistema de n grados de libertad se reduce
‘an sistemas de un grado de libertad (ver Fig. 9.9), los cuales se

resuelven en la forma descrita en el capitulo 3.

9.5.4 RESPUESTA DE MODO-NORMAL A CONDICIONES INICIALES

De la ec. (9.62), vemos que una ecuacidén tipica de movi-
miento para vibraciones libres no amortiguadas en coordenadas nor-

males es:



7 /'///*—/—i»
k
2 fn
2 n Sistemas de
3 7 g A un grado de
= . libertad
7 77 7 77, 7 TIV77. 7 v :
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Sistema de n grados de libertad
FIG. 9.9
¥ + p2 x = 0 (1 = 1 2, ¢.. n) (9.65)
pi i Tpi ' ’ i

Como se indicé anteriormente, cada una de estas ecuacio-
nes estéd desacoplada de todas las otras y hay que resolverlas como
si pertenecieran a un sistema de un grado de libertad.

Si las condiciones iniciales de desplazamiento y veloci-
dad son x__. y X . en cada coordenada normal (en t=0), podemos --

opi opi
calcular la respuesta en vibraciones libres del i-ésimo modo como:

X . =Xx__. cos p,t + % __.
pi opi i Topi

p

sen pit (9.66)
i
(i =1, 2, ..., n)
Esta expresidén es igual a la ec. (3.13) para un sistema no amorti-
guado de un grado de libertad.
Usando la ec. (9.44), obtenemos los desplazamientos ini-

ciales en coordenadas normales como sigue:

-1

CXop = Xy g (9.67)



Los simbolos 50 y zop en la ec. (9.67) representan vectores de des
plazamientos iniciales en las coordenadas originales y en coordena

das normales, respectivamente. Asi,

*o1 xopl
o = | *o2| ¢ Zop = *op2 (9.68)
x x
on opn

Andlogamente, 1las velocidades iniciales del sistema pue-
den transformarse a coordenadas normales por la operacién:

. -1 .
Eop = EN X, (9.69)

donde 30 ¥y 3op son vectores de velocidades ‘iniciales en coordeha--
das originales y normales respectivamente. La ec. (9.69) se obtie
ne derivando con respecto al tiempo la ec. (9.67), y 1a forma de -~
cada vector velocidad es la misma que la de cada.vector desplaza--
miento en las ecs. (9.68).

Teniendo 1las condiciones iniciales requeridas en coorde-
nadas normales, podemos aplicar la ec. (9.66) repetitivamente para
calcular los términos del vector desplazamiento en modo normal ---—
Ep = {xpi} - Estos resultados se transforman otra vez a coordena-

das originales, usando la operacién dada por la ecuacién (9.46):
X = §N ip (9.70)

Esta misma Secuencia de operaciones puede utilizarse si
S€ usan las ecuaciones de desplazamiento en lugar de las ecuacio--

nes de accidn.

9.6 MOVIMIENTO FORZADO DE_LOS SISTEMAS DE VARIOS GRADOS DE LIBER--
TAD SIN AMORTIGUAMIENTO.

En esta seccién, demostraremos que al igual que las vie-
braciones libres, el movimiento forzado de un sistema de varios -
grados de libertad puede tambien ser eéxpresado en términos de los

modos normales de vibracién, y 1la respuesta total puede ser obteni

9-27



o

da por la suﬁerposicién de la solucién de las ecuaciones modales -
independientes. En otras palabras, nuestro objetivo en esta sec--
cién es mostrar que los modos normales pueden ser usados para ----
transformar el sistema de ecuaciones diferenciales asociadas en un
arreglo de ecuaciones diferenciales desacopladas en el cual cada e
cuacidén contiene solo una variable dependiente. Asi, el "METODO -
DE SUPERPOSICION MODAL" reduce el problema de encontrar la respues
ta de un sistema de varios grados de libertad, a.la determinacién

de la respuesta de sistemas de un grado de libertad.

9.6.1 METODO DE SUPERPOSICION MODAL

Consideremos de nuevo las ecuaciones de movimiento (9.5)

las cuales, para el caso particular de dos grados de libertad. son:

I

mlﬁl + (k1+k2)x1 - k2x2 = Ql(t)

(9.71)
X, — k. x, + k.x = Q2(t)

Transformaremos este sistema de ecuaciones en un sistema
de ecuaciones independientes o desacopladas: para ello, es necesa-
rio primero expresar la solucién en términos de los modos normales
multiplicados por algunos factores, determinando la contribucién -
de cada modo. En el caso de vibraciones libres, estos factores --
fueron funciones de tiempo senoidales; en este caso, para movimieg
to forzado, son funciones de tiempo generales, las cuales designa-
remos como Zi(t). La solucién del sistema (9.71) se supone que es

de la forma:

xl(t) = X1 Zl(t) X, Zz(t)
(9.72)
Cxp(E) = x oy Z1(8) x5, 2,(8)
Sustituyendo las ecs. (9.72) en las ecs; (9.71) se obtiene:
My¥n1a2at (Rt )Xy 02y kX o2y amy X L oE e (K rko)x )02
“KoXnapZp = @ (1)
(9.73)
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k2xm2222 = Qz(t) (9.73)

Para determinar los factores apropidados Zl(t) y Zz(t),
los cuales desacoplan las ecs. (9.73), es necesario usar las rela-
“* ciones de ortogonalidad para separar los modos. Multiplicando 1la

primera ec. (9.73) por xmll y la segunda por x y después suman

m21'
do las ecuaciones resultantes, y por Gltimo simplificando la ecua-
cién obtenida mediante el uso de las relaciones de ortogonalidad -

ecs. (9.26) y (9.32), nos lleva a:

(m x2 +m x2 ¥4 +p2(m x2 +m x2 )z, =
1"mll "2"m21°71°71""1"m11 "2 m21’“1
xmllQl(t{+xm21Q2(t) (9.74)
Similarmente, multiplicando al primera .ecuacién (9.73) por Xi12 ¥
la segunda por X 001 obtenemos:
(m x2 +m, x2 )% +p2(m x2 +m xz )z, =
1"ml2 "2"m22°"2" 2" "1"m12 " 2" m22"' %2
X12Q (8)+x 5,5Q,(t) (9.75)

Desde el punto de vista matemdtico, lo que hemos hecho -
es separar o desasociar, por medio de un cambio de variables, el -
sistema original de ecuaciones diferenciales. En consecuencia, ca
da una de estas ecuaciones, ec. (9.74) 6 (9.75), corresponden a un

sistema de un grado de libertad el cual puede ser escrito como:

Mpl xpl + kpl xpl = Qpl
o _ (9.76)
Mp2 *p2 * kp2 ¥p2 = Qp2
donde: xpl = Zl' Xpl = zl, xp2 = z2, xp2 = z2, son las acelerac1q—

nes Y los desplazamientos generalizados; M

—mx2 ‘:f- X2
pl = M Xp11tMo¥poy ¥V -
2 . 2 . .
Mpz = mlxm12+m2xm22,son las masas modales; kpl

2 -
psz2 las constantes modales de los resortes; y Qpl =

2
= lepl Y kp2

xmllQl(t)+
mele(t) y sz = xmlel(t)+xm22Q2(t), las fuerzas modales. Alter
nativamente, si usamos la normalizacién dada por la ec. (9.53), es

tas ecuaciones pueden ser escritas simplemente como:



. 2
X + X = .
p1 ¥ P1¥p1 T 91 (9.77)
. 2 _
P L P

donde: aq = x Q. (t) + x Q,(t)

pl N11% N21%2 (9.78)

Gpp = Xy129 (E) + xy5,Q,(%)

La solucién de las ecuaciones diferenciales no asociadas
ecs. (9.76) 6 (9.77), puede ahora ser encontrada por cualquiera de
los métodos presentados en los capitulos anteriores. En particu--
lar, la integral de Duhamel d& una solucién general para estas e--—
cuaciones independientemente de las funciones que describen las --

fuerzas actuantes sobre la estructura.

9.6.2 RESPUESTA EN MODO-NORMAL A ACCIONES APLICADAS

Consideremos ahora el caso de un sistema de varios gra--
dor de libertad sujeto a acciones aplicadas que corresponden a las
coordenadas de desplazamiento. Las ecuaciones de accidén del movi-

miento en forma matricial son:
MX+kx=Q (9.79)

donde Q representa el vector de fuerzas externas variantes con res

pecto al tiempo y estéd dado por:
Ql(t)

Q = |Q,(¢) (s.80)

Qn(t)

La ec. (9.79) se transformard a coordenadas principales
premultiplicando ambos lados por gi y sustituyendo las ecs. (9.46)
y (9.47) para x y X, se obtiene:

XT MX X + XT k X x = XT Q (9.81)
~m ~ ~m =p ~m ~ ~m =p ~m :

Utilizando las ecs. (9.37) y (9.39), la ecuacidn ante--—-

rior puede escribirse como:



M % +k x =Q ' (9.82)

El simbolo Qp denota un vector de acciones aplicadas en
coordenadas normales, el cual es calculado por la operacién:

. T :
5 gp = Zm Q (9.83a)
En forma expandida, los resultados de esta multiplica---

cidén son:

(Qp W {—xanl”‘mlez+ s +xmn1Q;]
sz = xm12Q1+xm22Q2+ e +xngQn

. .
. . . .

Q1+x Q2+ . e +xmann ,

(9.83b)

Q

pn xmln m2n

Si la matriz modal est& normalizada con respecto a la ma
triz de masas, la ec. (9.83a) se convierte en:

T
N

1o

= X (9.84)
- 2
Yy la i-ésima ecuacién de movimiento en coordenadas normales, toma

la forma:

o 2 .
xpi + pixpi = qpi , (i=1, 2, ..., n) (9.85)

donde la i-ésima carga en modo-normal es:

QL +x Q.+

i = *N1i% XN2i%* o EXyni (9.86)

El término qpi,,constituye una accién aplicada en la i-é
sima coordenada normal. '

Cada una de las n ecuaciones representadas por la ec. --
(9.85) estéd desacoplada de todas las demads, y vemos que tiene la -
misma forma de la de un sistema de un grado de libertad. Por lo -
tanto, podemos calcular la respuesta de la i-ésima coordenada para
acciones aplicadas, usando la integral de Dﬁhamel, como sigue:

St q . sen p,(t-¢)dy (9.87)
o Pi i



e

. Esta expresién, también ya fue derivada para un sistema
no amortiguado de un grado de libertad que estéd inicialmente en re
poso, y se aplica repetitivamente para calcular los términos del -
vector desplazamiento de modo normal xp = {xpi}' Entonces, 1los re
sultados son transformados a las coordenadas originales, usando la
ec. (9.70).

En resumen, calculamos la respuesta‘dinémica de un sistg
ma de varios grados de libertad para acciones aplicadas transfor--
mando primero dichas acciones a coordenadas normales, usando la ec.
(9.84). Entonces, la respuesta de cada modo vibracional, se obtie
ne de la integral de la ec. (9.87). Finalmente, los valores de --
las coordenadas de desplazamiento reales se determinan con la ec.
(9.70).

.

9.7 RESPUESTA EN MODO-NORMAL A MOVIMIENTOS DEL APOYO.

En muchas ocasiones, es necesario determinar la respues-
ta de un sistema de varios grados de libertad causada por movimien
to del apoyo en vez de acciones aplicadas. Por ejemplo, si el te-
rreno de la Fig. 9.10 se traslada en la direccidén x, de acuerdo a

la funciédn:

xg = Fg(t)v (9.88)

FIG. 9.10 SISTEMA DE TRES GRADOS DE LIBERTAD
SUJETO A MOVIMIENTO DEL APOYO.



Las ecuaciones de accién del movimiento pueden escribir-

se como:
MX  + kx* = 0 : (9.89)

en la cual el vector x* contiene los desplazamientos de las masas
relativas a el terreno, como sigue:
x* = x - 1x ) (9.90)
- - 4

El vector unitario 1, tiene la finalidad de reproducir -
xg n veces. Este modo de manejar los desplaéamientos del terreno
es anélogo a la técnica usada previamente para sistemas de un gra-
do de libertad. Sin embargo, una aproximacidén més general consis-
te en escribir las ecuaciones de movimiento en la forma equivalen-

te:

v

M¥ + kx + k x_ =0 (9.91)

donde: Eg = k1 (9.92)

El simbolo Eg representa un vector de coeficientes de rigidez que
se definen como las acciones correspondientes a las coordenadas de
desplazamiento libre cuando un valor unitario de x es inducido.
Tales acciones pueden generarse directamente (por andlisis estati-
co del sistema con xg=1); pero para el caso que estamos consideran
do, tambien pueden calcularse de la ec. (9.92), la cual muestra --
que son iguales a los negativos de las sumas de los renglones de -
la matriz k.

Si arreglamos la ec. (9.91) de igual forma que la ec. --

(9.79), moviendo el producto ngg al -lado derecho del signo igual,

obtenemos:

M% + kx = Qg (9.93)
donde: Q = -k x_ = kilx ) (9.94)
: -8 -g'g ~='g

El vector Qg contiene cargas equivalentes correspondien-
tes a las coordenadas de desplazamiento libre debidas a movimien-—
tos del terreno. Tales cargas son transformadas a coordenadas nor

males por la misma operacidén de cargas reales. De aqui, de la ec.



(9.84) escribimos:

T
= Xy Q-g | - (9.95)

Q

-pPg

La i-ésima ecuacién de movimiento en coordenadas norma--
les se convierte en:

. 2
xpi + pixpi = qui , (i =1, 2, e n) (9.96)

donde el término qui es la accién equivalente en la i-ésima coor-
denada normal debida a movimiento del terreno. Para calcular la -

respuesta del i-ésimo modo, usamos la integral de Duhamel, como si

gue:
x =1 St q_ . sen p.(t-38)ds (9;97)
pi = pgi i
p, 'O
i .
Esta ecuacién es de la misma forma matemédtica que la ec.
(9.87), pero el término qpi ha sido reemplazado por el término —---
qui' Como anteriormente se hizo, los resultados obtenidos de las

aplicaciones repetitivas de la ec. (9.97) son transformados a las
coordenadas originales por la oberacién X = KNEp'

Si la aceleracidén del terreno xg estd especificada (en -
vez de la traslacién xg) para el sistema de la Fig. 9.10, cambiarg
mos las coordenadas para los movimientos relativos dados por la ec.

(9.90). Las aceleraciones correspondientes a x* son:

* = ¥ - 1% (9.98)
- = -8

Sustituyendo ¥ de la ec. (9.98) en la ec. (9.89), d& las

ecuaciones de movimiento en coordenadas relativas como:

Mx* o+ kx* = QX (9.99)
donde: Q* = -M1x . (9.100)
-8 ~= g

Ya que la matriz de masas es diagonal para el sistema de

la Fig. 9.10, la forma expandida de Qg en este caso particular es:

-mlk
9; = | -my% (9.101)
—msi



Asi, las cargas equivalentes correspondientes a las coor
denadas relativas de desplazamiento libre, son iguales a los nega-
tivos de las masas por las aceleraciones Xg. Teniendo determina--
das estas acciones equivalentes, podemos calcular la‘respuesta del
sistema relativa al terreno, usando el vector g; en vez de Qg. Ya
que las matrices de coeficientes en la ec. (9.99) son las mismas -
de la ec. (9.93), puede usarse el mismo operador de transformacién
KN para relacionar las coordenadas relativas a las coordenadas nor

males.

9.8 EXCITACION ARMONICA FORZADA.

Cuando la excitacién de un sistema de varios grados de -
libertad, se debe a fuerzas externas o movimiento del apoyo de ti-
po arménico (funciones seno o coseno), el andlisis es bastante sen
cillo y la respuesta puede ser encontrada rapidamente sin el uso -
del andlisis modal. Consideremos el edificio de corte de dos pi--
sos de la Fig. 9.11 sujeto a una fuerza arménica simple Q=Qosen wt

la cual estd aplicada a nivel del segundo piso.

Oz(t)=0°sen '] S F—rx,

FIG. 9.11

En este caso, las ecs. (9.79) con Ql(t)=0 y Qz(t)=Qosen
wt, se convierten en:

m, ¥, + (k,+k_,)x, - k_.x, = O
171 1 271 272 (9.102)
2x2 -’kle + k2x2 = Qosen wt



Para la respuesta de la parte estacionaria obtenemos una

solucién de la forma:

A sen wt

X 1

(9.103)

X2

Azsen wt

Después de sustituir la ec. (9.103) en la ec. (9.102) y

cancelar el factor comin sen wt, obtenemos:

2
(k1+k2—m1w )A1 - k2A2 =0

2
—k2A1 + (k2—m2w )A2 = Q

(9.104)

o

el cual es un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas, Al y -

A Este sistema siempre tiene una unica solucién excepto en el -

2°
caso cuando el determinante formado por los coeficientes de las in
cégnitas es igual a cero. En este caso, la frecuencia forzada w i
gualard a una de las frecuencias naturales, ya que este determinan
te cuando es igualado a cero es precisamente la condicién usada pa
ra determinar las frecuencias naturales. En otras palabras, a me-
nos que la estructura esté forzada arvibrar'a una de las frecuen--
cias resonantes, el sistema algebrdico (9.102) tiene una solucién

Onica para A1 y A2.

9.9 PROBLEMAS RESUELTOS.

P.9.1 Para el sistema mostrado en la Figura P.9.1

*1 *2 *3
Y % HT:\ E1-Cte
RO RN OB XO)

o U e LA I Y e

FIG. P.9.1

a) Establecer la matriz de rigideces en forma directa.
SOLUCION:



Para el célculo de la matriz de rigideces en forma direc
ta, aplicaremos la ecuacidén de los tres momentos, la cual expresa
una relacién general entre los momentos flexionantes en tres pun--

tos cualesquiera de la viga y estd dada por:

M1L1+2M2(L1+L2)+M3L

,*+6A 3, +6A,5, = 6EI ﬁ+h_3)
! La by I
CALCULO DE k., ky, kg

Como se vié en la seccidén 9.3, para determinar las rigi-
deces kll’ k21 y k31 hay que aplicar un desplazamiento unitario en

el nudo 1, como se muestra en la siguiente figura:

0 FLT Fzﬁ F%q 4 ’
AN T 2 3 L .

o L4 L/ — Lb—r— L[4 —

k k
Tramo 0-2 21 31
M =0 L} L]
= it ¢
0 1 2
s i ______
h0=—1]: i B Ihf‘l
0 1 2
Aplicando la ecuacidn de los tres momentos a este tramo
tenemos:
M°L°+2M1(L°+Ll)+M2L1+6Aoao+6A1b1 = 6EI E2+h2 (a)
L L L L
[¢} 1 o 1

Los términos GAOE\O/Lo y 6A151/L1 son cero debido a que dependen de
las condiciones de carga externas y en este caso no existen, ade--
mas, el momento M°=O debido a que el apoyo es articulado. Sustitu

yendo valores se obtiene:



4M, + M, = -192EI . ) (b)

Aplicando la ecuacidén de los tres momentos:

171 173
L. L

M. L +2M2(L1+L2)+M3(L2) = 6EI [h +h, (c)
1 2

Sustituyendo valores y simplificando, obtenemos

M, +4M,4M, = 96ET (d)
2
L
Tramo 2-4 " . W -0
A ﬁ LY
k\ 9 1A}
|
| f
h,=0 : “h, =0

Aplicando la ecuacién de los tres momentos:

2"2 Paths]
Ly L

Sustituyendo valores y simplificando, obtenemos

M_L +2M3(L2+L3)+M4L3 = GEI(h +h4) (e)

M,+4M, = O (f)

Y resolviendo el sistema de ecuaciones simulténeas forma

do por las ecuaciones (b), (d) y (f) se obtienen:

M. = -408EI, M, = 288EI, M, = -72EI
1 3 2 2 3 >
7L 7L 7L



Colocando los sentidos correctos de

los momentos,

;

0

l T T L/4 L/4
R R T R Ry l Ry
k=R *R kg =Rp*R
Tramo 0-1
IF = 0 = R,-R_de donde R = R
1 o ) ] 1
M = 0 = Ml—Rl(L/4) de donde Rl = 4

Sustituyendo el valor absoluto .de M

Ro = Rl = 163§EI
7L
Tramo 1-2
= = R'- [
ZF = 0 = Rl R2 de donde Rl R2
IM = 0 = M1+M2-R2(L/4) de donde Rz
Sustituyendo los valores absolutos
L - -—
Rl = R2 = 278;EI
7L
Tramo 2-3
= - —_R! [
IF = 0 = R3 R2 de donde R2 R3
M = 0 = M2+M3—R2(L/4) de donde R2

Sustituyendo los valores absolutos de M2 y M

R! 1440E1
2 —_—

7L

3

~

M /L

1

= 4(M1+M2)/L

de M1 y M2,

= 4(M2+M3)/L

3’



Tramo 3-4

R!-R, de donde R! = R

IF = 0 = Ry-R, 3= Ry
M = 0 = M3—R4(L/4) de donde R4 = AMS/L
Sustituyendo el valor absoluto de M3,
pors _— _
R3 = R4 = 28821
7L

Con estos valores determinamos,

= [
kll = R1+R1 = 441621
7L
= [
k21 = R2+R2 = 422451
7L
= R ' = :
k31 +R 172821
7L
CALCULO DE k12, k22 Yy k32

Dando un desplazamiento unitario en el nudo 2, se obtie=

nen k12' k22 y k32.

Tramo 0-2

Aplicando la ecuacién de los tres momentos, obtenemos

L L

M0L°+2M1(LO+L1)+M2L1 = 6EI(h0+h2) _ (g)
o 1

Sustituyendo valores y simplificando:



1772 & =5 (h)
L
Tramo 1-3
L} L}
)h, VY W
1 A T3l
TL__-_ S
h1=-l_{“/ | ‘ Lrl
Aplicando la ecuacidén de los tres momentos, obtenemos:
MyL +2M, (L +L,)+M L, = 6EI h1+h3) (i)
Ll L2
Sustituyendo valores y simplificando: :
My +AM,+M o = —19§EI (3
L
Tramo 2-4
M M
72; ¥ Iy
2‘\ I

e=3C
. =
~4
S~
+~

Aplicando la ecuacién.de los tres momentos, obtenemos:

M2L2+2M3(L2+L3)+M4L3 = 6EI(ngh4 (k)
L, Ly
Sustituyendo valores y simplificando:
M2+4M3 = 96EI (1)
L2

Y resolviendo el sistema de ecuaciones simulténeas forma
do por las ecs. (h), (j) y (1) se obtienen:
M1 = M3 = 28821, M2 = -48021
7L 7L

Colocando los sentidos correctos de los momentos:



~ =
=
- XY

—
X e
~i

oy =
—

—_—

0 12 k22 32 Rk

Tramo 0-1
ZF = 0

R -R. de donde R_ = R
o 1. [o)

IM 0 = Ml—Ro(L/4) de donde R9 = 4M1/L

"

Sustituyendo el valor absoluto de M

1
R = R, = 1152E1I
o 1 —_—3
7L
Tramo 1-2
- - —-R! [—
ZF = 0 = R2 Rl de donde Rl R2
- - -R' [
IM = 0 = M1+M2 Rl(L/4) de donde Rl 4(M1+M2)/L

Sustituyendo los valores absolutos de M1 y M2,

Ri = R2 = 3072§I
7L
Tramo 2-3
- - L - 1 =
XF = 0 = R2 R3 de donde R2 R3

IM = 0 = M2+M3-R3(L/4) de donde R3 = 4(M2+M3)/L
Sustituyendo los valores absolutos de M2 y M3

1 i -
R2 = R3 = 3072E1
7L

|—
-~
-~
|- S,



‘Tramo 3-4

- - - ) 1] =
IF = 0 = R4 R3 de donde R3 R4
IM = 0 = Ms—R4(L/4) de donde R4 = AMS/L
Sustituyendo el valor absoluto de M3,
e . _
R3 = R4 = 115251
7L
Con estos valores determinamos:
= [,
k12 = R1+R1 = 422§EI
‘ 7L
- ) -
k22 R2+R2 = 6144§I
7L
k32 = R3+R = _4222EI ,
7L
CALCULO DE ki3’ k23 ¥y k33

Dando un desplazamiento unitario en el nudo 3 se obtie--

nen k13' k23 y k33'
1
— zm i -
A R 7 kI 727
RT k1 kT ® J
0 13 23 4
Tramo 0-2 -
M =0 M N
Jf—H—
! E ?\
R
e :
h0 0 h2=0

Aplicando la ecuacidén de los tres momentos:

ML +2M) (L +L,)+M L, = 6E1(fi+h2> (m)
LT
o 1

Sustituyendo valores y simplificando:



(n)

Tramo 1-3

—_—
=
~f
L

=1
h =0 j;

Aplicando la ecuacidn de los tres momentos obtenemos:

M1L1+2M2(L1+L2)+M3L2 = 6EI(Ele§> (o)
L

L1 2

Sustituyendo valores y simplificando:

M, +4M,+M, = 96EI (p)
2
L
Tramo 2-4
M M L}
)21 L3 '('(
2 R

Aplicando la ecuacidén de los tres momentos obtenemos:

M2L2+2M3(L2+L3)+M4L3 = 6E1653f55J (a)
Ly Ly
Sustituyendo valores y simpliflicando
M, + 4M, = —19§EI (r)
L

Y resolviendo el sistema de ecuaciones simultdneas forma

do por las ecs. (n), (p) y (r) se obtienen:

M, = -72EI, M_ = 288EI, M_ = -408EI
1 = 2/ T —=
7L 7L 7L

Colocando los sentidos correctos de los momentos:



o:q..__..o
L ol
x
X'————bz\

—t

1 1 2 2 24 2 3 3 33 L
L/4 T) % L/4 j tl L/4 T; LT L/4 ‘
£ ] 1 13
0 Rl T Rl R2 l R R3 T R3 RA
k13 k23 33
Tramo 0-1
£ZF = 0 = R,-R. de donde R_ = R
1 "o o 1
IM = 0 = Ml—Rl(L/a) de donde Rl = 4M1/L
Sustituyendo el valor absoluto de M1
R = R, = 288EI
7L
Tramo 1-2 )
- - [ [
SF = 0 = R1 R2 de donde Rl R2
M =0 = M1+M2—R2(L/4) de donde R2 = 4(M1+M2)/L
Sustituyendo el valor absoluto de Ml y M2
Ri = R2 = 1442EI
7L
Tramo 2-3
- - - [ - 1
ZF = 0 = R3 R2 de donde R3 = R2
IM = 0 = M2+M3-—R3(L/4) de donde Ry = 4(M2+M3)/L

Sustituyendo los valores absolutos de M2 y M3

Ré = R, = 2784E1

7L3
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Tramo 3-=4
XF = 0

[ [
R3 R4 de donde RS R4

IM = 0 = MS—R4(L/4) de donde R4 = 4M3/L

Sustituyendo el valor absoluto de M3

1 = =
R3 = R4 163§EI
7L

Con estos valores determinamos:

= [—

k13 = R1+R1 = 172821
7L

- ' -

k23 = R2+R2 = 4224§I
7L

k33 = R3+Ré = 441651 .
7L

Colocando los valores obtenidos en forma matricial y sa-

cando factor comin obtenemos:

23/28 -22/28 9/28
k = 768EI | -22/28 32/28 -22/28 RESPUESTA
L3 9/28 -22/28 ° 23/28

b) Construir la matriz de flexibilidades en forma direc-

SOLUCION:
Para la determinaé¢idn de la matriz de flexibilidades --

directa aplicaremos el método de Castigliano.

1 .
PSR e N e N e S
P 1 H 3 o
R YL S G U S e 1 O
1 1
13/1~ ! 1/4 11/2 2 j]/z

]
!
6L !
/8L !
A//,/////-3LL~‘~§~\\\‘ s L 1/8 Lj




i
116 L /8 LL—""]

Calculo de fll:

£, = Lbd + lac = 313
3 3 256E1

Célculo de f21 y f12

3/16 L

1/8 L
E—

/4 L

"
L/4 L/4

f21 = f12 = Lbd + La(2c+d) + Lb(c+2d) + Lac = 11L3
' 3 6 6 3 768ET

c
L/2

Calculo de f31 y f13

3/16 L ‘
//////f [‘\\‘““‘—~\~\¥16L
b . o
Y

2 a
t/2 oL

3/16 L

ek
. di ic |
L/ L/2 L/4




3

ks f31 = fl3 = Lbd + La(2c+d) + Lb(c+2d) + Lac = 7L
i 3 6 6 3 768E1
Célculo de f22:
1/4 L
b a
L/2 B
1/4 L
dll\
L/2 L/2 )
3
f22 = Lbd + Lac = L
3 3 + 48E1
Célculo de f32 y f23:
1/4 L
1/8 L
b] |a b E\\\\\
1/2 T/ L/4
3/16 L
1/8 L f
c di fc
L42 L/ L/4
f32 = f23 = Lbd + La(2c+d) + Lb(c+2d) + Lac = 11L3
3 6 6 3 768E1
Cadlculo de f33:
3/16 L
////’:[\
| u L RV
3/16 L
“/”/ﬂ,/’/”/”’ﬁj c
Ik L . L/4
3
f33 = Lbd + Lac = 3L
3 3 256E1



Arreglando estos valores obtenidos en forma matricial, -

se obtiene la matriz de flexibilidades:

9 11 7
3
F=_1 11 16 11 RESPUESTA
768EI 7 11 9

c) Verificar que la matriz de flexibilidades es la inver
sa de la de rigideces, usando los resultados anteriores.
SOLUCION:

Para verificar que la matriz de flexibilidades es la in-
versa de la matriz de rigideces, aplicaremos la relacién (9.12) de

la seccibén 9.4:

Fxk=1 ) ‘

Sustituyendo los valores de F y k, y efectuando 1la multi

‘pPlicacién de las matrices se obtiene la matriz identidad.

9 11 7 23/28 -22/28 9/28 1 0 O

L3 11 16 11| x 768EI|-22/28 32/28 -22/284{ ={0 1 o©

768EL |, 11 9 L3 9/28 -22/28 23/28 0 0 1
RESPUESTA

d) Establezca de manera explicita las ecuaciones de ac—-
cién del movimiento.

SOLUCION:

Para establecer las ecuaciones de accidén en forma expli-
cita, primeramente estableceremos la matriz de masas y los vecto--

res fuerza, aceleracidén y desplazamiento.

1 0 0 Ql(t) e Xy
M=10 my, 05 Q=1¢0Q,(t)}, X =¢%,4 x=1|x,
™3 Qy(t) *3 *3

Sustituyendo estos valores y la matriz de rigideces en -

la ec. (9.79) obtenemos:



e

ol I [ 23728 -22/28 /28| x| e, (t)

1 1

o||%.|+ 768EI|-22/28 32/28 -22/28| |x = Q. (¢t)
2| " —— 2 2
. L '

L BEN 9/28 -22/28 23/28 Xg 03(t)

Y efectuando operaciones se obtienen las ecuaciones de ~

accidén del movimiento:

miento.

m. X, + 768EI[23x_-22x.+9 x = Q.(t)
11 3 |28 'z8 238 4 1
m ¥, + 768EI [-22x_+32x,.-22x ): Q,(t) RESPUESTA
272 3 28 1 28 238 ° 2
maXg o+ 768EI(9 X,722x,+23x ) = Qs(t)

3

L 28 28 28

I3

e) Establezca las ecuaciones de desplazamiento del movi-

SOLUCION:

Las ecuaciones de desplazamiento del movimiento se deter

minan aplicando la siguiente relacién:

L3

768E1

FMX+x=FQ

Sustituyendo valores obtenemos:

11 7 m1 0O O xl Xl 5 9 11 7 Ql(t

16 11} {0 m O | %] +|x = L 11 16 11 |Q.(t)
2 2 2 768E1 2

11 9 0 0 m ¥ x 7 11 9 QS(t)

Por Ultimo, efectuando operaciones se determinan las e--

cuaciones del desplazamiento del movimiento:

9mlx1+11m X, +7m_¥_+768EI X, = 9Q1(t)+1102(t)+7Q3(t)

272 373
L3
11m1i1+16m2X2+11m3x3+76§EI X, = 11Ql(t)+1602(t)+11Q3(t)
L
7m,y +11m2x2+9m3i3+762EI Xg = 7Q1(t)+11Q2(t)+9Q3(t)
L

RESPUESTA



f) Utilizando las ecuaciones de accién del movimiento de
termine las frecuencias angulares y los vectores de amplitudes mo-
dales correspondientes a los modos naturales de vibrar.

SOLUCION:

Para la determinacién de las frecuencias angulares y los
‘vectores de amplitudes modales es necesario seguir el siguiente --
procedimiento:
1° Si definimos que k = 4224EI/7L3, la matriz de rigideces k en --

funcidén de k es:

(23/22)k -k (9/22)k

k = -k (32/22)k -k
(9/22)k -k (23/22)k

2° Si sustituimos los valores de My My y My oen la matriz de masas
M obtenemos:

m O O

M=10 m O
0 0 m

3° Célculo de la matriz caracteristica Hi con la ec. (9.21)

2
Hi =k -p, M

Sustituyendo los valores de k y M en la ecuacién anterior,

2

Egy—pim -k 9 k
22 2
Ei - -k 32k—pim -k
22
9 k -k 23k-p§m
77 72

4° Para obtener una solucién no trivial, se requiere que el deter-
minante de la matriz caracteristica Hi sea igual a cero, (ver -

ec.(9.23)), es decir,

8,1 = o



'ggk—p?m -k 9 k
22 * 22
-k ggk—pfm -k =‘O
22
2
9 k -k ggk—pim
22 22

Resolviendo el determinante se obtiene:
IHil = -p§m3+39kp4m2—238k2p§m+9a k3 - 0

11 121 1331
Dividiendo por m3, multiplicando por (-1) y arreglando la expre
sidén anterior en funcidén de (p?) resulta finalmente la ecuacidn
caracteristica del sistema: '

(pf)3 - ég(k/m)(p?)z + 238(k/m)2(p?) -98 (k/m3 =0
11 1 . l.

121 1331

5° Resolviendo la ecuacién caracteristica por un método numérico -

se obtienen los valores caracteristicos (frecuencias angulares),

p; = 0.0402 k
m
P> = 0.6359 k RESPUESTA
m
2
Py = 2.8734 k
m

6° Para la determinacién de los vectores de amplitudes modales es
P
necesario primeramente la matriz de cofactores y después obte--

ner la matriz adjunta:

(32k-p°m) (23k-pZm)-k®  K(23k-pZm)-k(2 k) k2-9 k(32k-p2m) ]
2z t 2t 22 22 22 22 ¢
QA\H Hol=| K(23k-pom)-k(9 k) (23k-p2m)%- (9 )2 (23k-p-m)k-(2_k)k
©o 22 22 22 22 22 22
2 2 2 2 2 2
k"-(32k-p m) (9 k) (23k-p m)k-k(9 k) (23k-p;m) (32k-pim)-k
22 22 22 22 22 22

Debido a que la matriz de cofactores gc es simétrica, se cumple

Para pf = 0.0402 k
m



0.4218 0.5962 0.4214
E? = 0.5962 0.8432 0.5962 k2

0.4214 0.5962 0.4218

Tomando cualquier columna de la matriz adjunta, obtenemos el --

e vector de amplitud modal asociado a la primer frecuencia:
0.4218
x . =/0.5962 » RESPUESTA

0.4214

Para pz = 0.6359 k
m

-0.6647 0.0005 0.6651 )
H% = | 0.0005 0.0004 0.0005| k2

0.6651 . 0.0005 -0.6647

~-0.6647
0.0005 RESPUESTA
0.6651

5m2

Para p§ = 2.8734 k
m
1.5936 -2.2370 1.5804
Hy = |-2.2370  3.1740 -2.2370] k
1.5804 -2.2370 1.5936

2

1.5936

X4 = [-2.2370 RESPUESTA
1.5804 '

g) Interprete graficamente los tres modos naturales de -

vibrar y comente los resultados obtenidos hasta este punto.

SOLUCION:

Como puede observarse, los tres modos naturales de Vie--—
brar son completamente distintos. Durante el primer modo, las —---
tres masas se desplazan hacia arriba sin cruzar en ningin punto la

posicidén de equilibrio. En el segundo modo, en cambio, la segunda

9-53



s B AN WYITA

0.0005 /

0.6651

-0.6

.5936

5804

=2.2370

RESPUESTA

masa se encuentra casi en la posicién de equilibrio y la primera y

tercera masas se desplazan en sentido contrario. Por Gltimo, en -

el tercer modo, la primera y tercera masas se desplazan en el mis-

mo sentido y la segunda en sentido contrario.

h) Verificar que se cumplen las ecuaciones (9.32), (9.33)

(9.34) y (9.35).
SOLUCION:

xT. Mx . =20
-mj ~ =mi

Considerando i=1,

operaciones se cumple:

J=2,

(si i#j) (9.32)

sustituimos valores y efectuando



{-0.6647, 0.0005, 0.6651 [m 0 0| (0.4218
0 m o] {o.5962} = 0

0 0 m| [0.4214 RESPUESTA
T s sy
Xy kox =0 (si i#J) (9.33)
Considerando i=3, j=1. Sustituyendo valores y efectuan-

do operaciones se cumple:

{0.4218, 0.5962, 0.4214} 192E1[23 -22 9| (1.5036
3

717 |-22 32 -22{4-2.2370} = 0
9 -22 23| 1.5804 RESPUESTA
T
Xni M Xy = My My >0 (9.34)

Considerando i=1, sustituyendo valores obtenemos:

{0.4218, 0.5962, 0.4214} m O 0) |0.4218
0O m Of {0.5962} =M
pl
0O O m| |0.4214

Efectuando operaciones,

M, = 0.7109> 0 RESPUESTA
x' Kk x . = k_. k . >0 (9.35)
“mi ~ =mi pi pi

Considerando i=2, sustituyendo valores obtenemos:

{—0.6647, 0.0005, 0.6651} 192EI | 23 -22 9| |~-0.6647
7L3 -22 32 =22 0.0005}= kp2
9 -22 23] 10.6651
Efectuando operaciones:
k = 339.52 EI > O RESPUESTA

p2
L3

i) Establecer las matrices Zm’ Mb'y gp

Para obtener la matriz modal §m aplicaremos la ec. (9.36)
0.4218 -0.6647 1.5936

X = 0.5962 0.0005 -2.2370
0.4214 0.6651 1.5804 RESPUESTA

Para determinar la matriz de masas principal utilizare--



mos la ec. (9.37):.

M = XT M X
~p ~m ~ ~m

Sustituyendo valores:

0.4218 0.5962 0.4214{|m O 0} (0.4218 -0.6647 1.5936
i ) Mp: -0.6647 0.0005 0.6651j|0 m 0]]0.5962 0.0005 -2.2370

1.5936 -2.2370 1.5804{|0 O m||0.4214 0.6651 1.5804

Efectuando operaciones obtenemos:

0.7109m 0 0
M = 0 0.8842m 0
o 0 10.0414n RESPUESTA

Por dltimo, aplicando la ec. (9.39) obtenemos la matriz
de rigideces principal, ’

k = XT k X

~p ~m ~ ~m

Sustituyendo valores:

™~ . -1

0.4218 0.5962 0.4214 23 =22 9(10.4218 -0.6647 1.5936

Ep =1-0.6647 0.0005 0.6651 19281 ~22 32 -22/|0.5962 0.0005 -2.2370
1.5936 -2.2370 1.5804 7L 9 -22 23}[0.4214 0.6651 1.5804

Efectuando operaciones obtenemos:

0.6308 0 0

Ep = 192E1 0 12.3786 0o
7L3 0 0 633.7335 RESPUESTA

j) Calcular cémo varian los desplazamientos en funcién -
del tiempo si se tienen en cada una de las masas condiciones ini--

ciales nulas de velocidades y condiciones iniciales no nulas de --

desplazamientos, es decir, *o =0, y:
21
5o = a2
a3
SOLUCION:

Primeramente, normalizaremos los vectores xmi aplicando

la ec. (9.55),



- ,
c, +J(0.4218)2m + (0.5962)%m + (0.4214)2m, = 0.843];11

- 1
+~](-o.6647)2m + (0.0005)%m + (0.6651)°m
- 1
tJ(1.5936)2m + (-2.2370)2m + (1.5804)2m

0.94L:
3.169L:

€
€3

i
]

Dividiendo cada vector Emi entre Ci se determinan los --

s vectores xni' Yy estos vectores normalizados forman la matriz modal

normalizada X

N’
0.500 -0.707 0.503
X, =1 0.707 0.0005 -0.706
~N ﬁ?
0.500 0.707 0.499
La matriz inversa de KN es igual a:
0.4985 0.7091 0.4985 B
X&l = {m'|~-0.7055 -0.0018 0.7085

0.5000 -0.7070 0.500

Para obtener los desplazamientos iniciales en coordena-—-

das normales aplicaremos la ec. (9.67),
0.4985 0.7091 0.4985 al
= x3tx =@ |-0.7055 -0.0018 0.7085| |a

0.500 -0.707 0.500 a

X
~op

Efectuando operaciones:

0.4985 Im a1+0.7091 Im’ a2+0.4985 Im' ag

= |~0.7055m al—o.oowlﬁ‘ a,+0.7085 Im’ ag
0.5000 i a,-0.7070 @ a,+0.5000 [ a,

X
-op

Aplicando la ec. (9.66) repetitivamente obtenemos los —=-

términos del vector desplazamientos en modo normal, es decir,

(0.4985a1+0.7091&2+0.4985a3)cos pit

_>5p = Jm (-—0.7055a1.—0.0018a2+0.7085a3)cos pit
(O.5000a1—0.7070a2+0.5000a3)cos p;t
para i =1, 2, 3. . :

Para transformar estos resultados otra vez a coordenadas

originales utilizaremos la ec. (9.70),



—6.500 -0.707 0.503] - (0.4985a1+0.7OQiaé+0.4985a3)cos pit
0.707 0.0005 -0.706{m (—0;7055al—0.0018a2+0.7085a3)cos pit

0.500 0.707 0.499| (0.5000a1—0.7070a +0.5000a3)cos pit

2

Efectuando operaciones:

(0.99954a1 + o.ooozoa2 - 0.00016a3)cos p;t
(—0.00093a1 + 1.00047a2 - 0.00018a3)cos p;t
(—0.0000431 + 0.00048a, + 0.99966a_)cos p.t
L 2 3 i

RESPUESTA

%
"

terminar:

a) Las frecuencias naturales

b) Los modos naturales de vibrar

Los pesos de los pisos y paredes estdn indicados en la -
Figura y se supone quexincluyen el peso de la estructura. El edi-
ficio consiste de una serie de marcos espaciados a 15 pies. Se su
pone que las propiedades estructurales son uniformes a lo largo de
la longitud del edificio y, por consiguiente, el andlisis serd he-
cho para un marco interior que representa la respuesta del edifi--

cio completo.

W =50 1b/ft
2 __#’Xz
20 psf 1
10 WF 21 ~—_| 108
— W =100 1b/ft 1
BN %
20 psf !
|
10 WF 45 \ 15§, .
mn_X m, ¥
,,,,,—”’ klxl 1M1 kZ(XZ_xl) 272
> lcaca (C)
7'———— 308t _._—#_
(a)
FIG. P.9.2



SOLUCIONE

Como se demostrd anteriormente, este edificio de cértan—
te puede representarse por medio del sistema masa-resorte de la —-
Fig. P.9.2b. Las masas concentradas debidas al peso total de los

pisos y los muros tributarios se calculan de la siguiente manera:

O

Wl = (100)(30)(15)+(20)(12.5)(18)(2) = 52 500‘lb

m, = 52 500 = 135.87 1b-s2/in

(32.2)(12)
W, = (50)(30)(15)+(20)(5)(15)(2) = 25 500 1b
m, = 25 500 = 66.0 1b-s2/in

(32.2)(12)

Debido a que se supone que las trabes son rigidas, 1la ri
gidez de cada piso estd dada por: 4

k = 12E(21I)

LS

¥ los valores individuales para las secciones de las columnas de a

cero indicadas son:

k, = 12(30x10°)(248.2x2) = 30 641.98 1b/in
(1§x12)3

k, = 12(30x10°)(106.3x2) = 44 291.67 1b/in
(10x12)°

Las ecuaciones de movimiento para este sistema en vibra-
cidén libre se obtienen con la ayuda de la Fig. P.9.2c como:

m X, + klx1 - kZ(XZ_xl) =0

" _ (a)
moX, + k2(x2-xl) =0

Y la solucién para estas ecuaciones se supone de la forma:

[}

x x .sen(pt+@)

1 ml

x, = xm2sen(pt+¢)

(b)

Sustituyendo las ecuaciones (b) y sus derivadas en la --

ec. (a) y colocando los resultados obtenidos en forma matricial:



k1+k2—p my —k2 x O )
5 = (c)
-k2 k2-p m

a) Para obtener una solucién no trivial, haremos el de--

terminante de la matriz de coeficientes igual a cero, es decir,

2
k.+k,-p m -k
1 72 1 ; =0 (d)

“kp kp-p m,

El desarrollo de este determinante d&. una ecuacién cua--—

dritica en p2,

2,2 2
mlmz(p ) —((k1+k2)m2+mlk2)p +k1k2 =0 (e)
Introduciendo valores numéricos, .
2,2 2 9
8 967.42(p~)° - 10 963 530.10 P° + 1.357x10° = 0O (f)

Aplicando la férmula general, obtenemos las raices de es
ta ecuacidn como:

2

p; = 139.75
pg = 1 082.85

Por consiguiente, las frecuencias naturales de la estruc
tura son:

p, = 11.82 rad/seg

P, = 32.91 rad/seg . RESPUESTA
6 en ciclos por segundq

fl = 1.88 cps

f2 = 5.24 cps
Yy los correspondientes periodos naturales son:

Tl = l/f1 = 0.532 s

T2 = l/f2 = 0.191 s

b) Al igualar el determinante a cero (ec.(d)) el némero
de ecuaciones independientes del sistema (c) es una menos, es de--~
cir, el sistema se reduce a una ecuacién independiente. Conside--
rando la primera ecﬁacién del sistema (c¢) y sustituyendo la prime-

ra frecuencia natural, p1=11.82 rad/seg, obtenemos



55 950.93x
m

1,17 44 291.67x , , =0 , (e)

El segundo subindice en xml Yy x indica que se usé pl.

m2
Debido a que tenemos dos incégnitas y una sola ecuacién indepen---

diente, la ec. (g) se resuelve solo para el valor relativo de ---

'&‘xm?,l a xml,l'
*m2,1 = 1.263
xml,l
Este valor relativo es el modo natural correspondiente a
la primera frecuencia. Es costumbre darle un valor unitario a una
de las amplitudes; asi, para el primer modo haremos xml 1= 1y ob
’
tenemos
*n1,1 =1
X = 1.263 RESPUESTA
ma2,2 ,

En forma similar, sustituyendo la segunda frecuencia natural p2 en

(c), obtenemos el segundo modo natural como:

xm1,2 =1

X = -1.629 RESPUESTA
m2,2

Ilustrando graficamente los modos naturales de vibrar, -

tenemos:

1=1.263 x =-1.629

a2, n2,2

4)( 1=l X =[:

Primer Modo Segundo Modo



P.9.2, determinar las formas modales normalizadas y verificar la -

condicién de ortogonalidad entre modos.
SOLUCION:

Primeramente, calcularemos el

do por la ec. (9.54):

2
C, =l £ (m,x%,))
i jop 3 mid

factor de normalizacién da

Sustituyendo los valores numéricos de las masas y los mo

dos naturales de vibracién calculados en el Problema P.9.2, obteng

mos:

1
C J135.87(1)2 + 66(1.263)2

1

[}

1]

15.53 .

€2

Ahora, aplicandé la ec. (9.53)

dales normalizadas,

X .
mi
C.
i

1/15.53

X .
~Ni
X

N1,1

*N2,1

0.06439

1.263/15.53 = 0.08133

fl

X

N1,2 0.05669

1/17.64

*N2, 2

-1.629/17.64 =

J135.87(1)% + 66(-1.629)2

1

17.64

se obtienen las formas mo

-0.09235

Por lo tanto la matriz modal normalizada para este caso

es,
X 0.06439 0.05669
~N 0.08133" -0.09235
Para verificar la
modos aplicaremos la ec. (9.56),
T
Xy M Xy =M =T
0.06439 0.08133 135.87 0 0.06439
0.05669 -0.09235 0 66 0.08133

RESPUESTA

condicién de ortogonalidad entre los -

1 0
0 1| RESPUESTA
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de los entrepisos por las fuerzas triangulares impulsivas mostra--
das en la Fig. P.9.4b. Para este marco, determine los desplaza---

mientos méximos de piso y las fuerzas cortantes méximas en las co-

lumnas.
"2 o
- 20K 1
Folt —,
k2 Fl(t)
Fy () 3! S 10K 10K+
h
> -t
F——rt(s) (s)
Yeescas rreeoa
(a) (b) Cargas impulsivas

SOLUCION:

Los resultados obtenidos en los Problemas P.9.2 y P.9.3,
para vibracién libre de este marco dan los siguientes valores para

las frecuencias naturales y los modos normalizados:

P, = 11.82 rad/s p, = 32.91 rad/s
le,l = 0.06439 XN1,2 = 0.05669
xN2,1 = 0.08133 xN2,2 = -0.09235

Las fuerzas actuantes pueden expresarse como:

F.(t) = 10 000(1-t/t,) = 10 000 f(t) 1b
1 d
para tg 0.1 s
Fz(t) = 20 OOO(l—t/td) = 20 '000 f(t) 1b
¥ Fo(t) = F (t) =0 para t> 0.1 s
donde td = 0.1 s

La sustitucién de estos valores dentro de las ecuaciones

desacopladas de movimiento, ec. (9.77) da,



xpl + 139.71 xpl = 2. 270.50 f(t)

xp2 + 1 083.07 Xoo = -1 280.10 f(t)

donde las fuerzas normalizadas se determinan con las ecs. (9.78)

= (0.06439x10000+0.08133x20000)f(t) 2270.50 f(t)

fpl

fp2

(0.05669x10000-0.09235x20000)f(t) = 1280.10 f(t)

Los valores méaximos para xp1 y xp2 son obtenidos de la -
carta de espectros de la Fig. 8.7. Para este ejemplo,

td/'rl = 0,1/0.532 = 0.188

td/T2 = 0.1/0.191 = 0.524

Entrando con estos valores a la carta de espectros, obte

nemos:
(DLF)lmax = xpimax = 0.590
xplest
(DLF)2méx = xpzmax = 1.22
xpzest

En este caso, las deflexiones estdticas son:

x .est = F = 2270.50 = 16.25 in
p1 o1 T SEEE

2 (11.82)

Py
X .est = F = 1280.10 = 1.18 in
p2 02 & /=

2 (32.91)

Py

Y la respuesta modal méxima es:

max

i

(0.590)(16.25) 9.59 in

xpl

max (1.22)(1.18)

]
1]

X 1.44 in
p2

Estos valores modales médximos no ocurren simultidneamente
y por lo tanto no pueden ser simplemente superpuestos para obtener
la respuesta méadxima del sistema. Sin embargo, una estimacidén acep

table de la respuesta médxima puede obtenerse de la raiz cuadrada -

9-64



de la suma de las contribuciones modales,

X, max =J(x X méx)2+(x x méx)2
1 N11%p1 N12%p2

3
=J(o.06439x9.59)2+(o.05669x1.44)2
x,méx = 0.62 in RESPUESTA

X . max =J(x x méx)2+(x x méx)2
2 N217p1 N22"p2

L}

1
J(O.08133x9.59)2+(-0.09235x1.44)2
X méx = 0.79 in RESPUESTA

La méxima fuerza cortante en las columnas esti dada por:

V . = 12EIax
méx - 3 .
L B

en la cual ax es la diferencia entre los desplazamientos en los --
dos extremos de la columna. $Sin embargo, cuando se calculan los -
desplazamientos absolutos como en este caso, ax debe ser calculado
como la suma de los desplazamientos absolutos en los extremos de -

las columnas.

v méx = 12(30x106)(248.6)(0.62) = 9514.32 1b RESPUESTA
(15x12)3
v, méx = 12(30x106)(106.3)(1.41) = 31 225.62 1b

(10x12)3 RESPUESTA

cuando estd sujeto a una aceleracién constante sGbitamente aplica-

da xé = 0.28g en su base.
m
2
_*H
— kz -
n
1 «
1
k
l— 1 —
Kesars T
— X

FIG: P.9.5



SOLUCION:

is = 0.28(32.2x12) = 108.19 in/52

La ecuacién del movimiento en coordenadas relativas es:

MX¥* + kx* = 9; (a)
donde: .

M - |135.87 o0 . ) | 74 933.65 -44 291.67

- 0 66.0 ~ |-44 291.67 44 291.67

y de acuerdo a la ec. (9.100):

9 = - M1 % = |-14 699.78|
- 7 140.54

.

Estas cargas equivalentes son transformadas a coordena--

das normales aplicando la ec. (9.95) y sustituyendo Qg por QE, ob-

teniendo:
-

* = X * b
8 = Xn 8 (®)
Del Problema P.9.3, tenemos que:
xT _ |0.06439  0.08133
~N 0.05669 -0.09235
Sustituyendo §§ en la ec. (b),

Q% = |0-06439  0.08133) |-14 699.78] _ [-1 527.26

~Pe 0.05669 -0.09235| |- 7 140.54 - 173.90

Entonces, las ecuaciones de movimiento en coordenadas --

normales de acuerdo a la ec. (9.96) son:

¥ + 139.75 x = - 1527.26
pl pl

xp2 + 1082.85 xp2 = ~"173.90

(c)

Estas ecuaciones, debido a que estan desacopladas pueden
resoverse en forma independiente como si se tratara de sistemas de
un grado de libertad, para ello, aplicando la ec. (9.97) obtenemos

las siguientes ecuaciones:



= 1 St(-1527.26)sen 11.82(t-v)dt

xpl
11.82°0 (d)

x , = 1 t(-173.90)sen 32.91(t-v)dr
P 32.9170
X, = -10.93(1-cos 11.82t)
P (e)
x = -0.16(1l-cos 32.91t)
p2
Y por ultimo, aplicando la ec. (9.70), se obtienen los -

desplazamientos en las coordenadas originales,

X = XyX, = |0.06439  0.05669| |-10.93(1-cos 11.82t)
0.08133 -0.09235| |-0.16(l-cos 32.91t)

X = xl(t)= -0.7129+0.7038¢cos 11.82t+0.0091cos 32.91
xz(t) -0.8741+0.8889cos 11.82t-0.0148cos 32.91t
; RESPUESTA

del edificio del problema P.9.2, cuando una fuerza F2(t)=10 000sen

20t es aplicada al segundo piso, como se muestra en la Fig. P.9.6.

Fz(t)-10.000 sen 20t———’:::Z:TE,“ B L]

e— kz -
L
1

— —y

M
% essard
FIG P.9.6
SOLUCION:

Las frecuencias naturales para este marco fueron determi
nadas en el problema P.9.2 como:

p; = 11.82 rad/s, = 32.91 rad/s

Py



Ya que la frecuencia forzante es w = 20 rad/s, el siste-
ma no estid en resonancia. La respuesta de la parte estacionaria -
se obtiene resolviendo las ecs. (9.104) para X, ¥ %55 sustituyendo

2
valores numéricos tenemos:

e ) (74 993.65—135.87x202)A1—44 291.67A2 = 0
' -44 291.67A1+(44 291;67-66.0x202)A2 = 10 000
Efectuando operaciones:
20 585.65A1 ~ 44 291.67A2 =0
-44 291.67A1 + 17 891.67A2 = 10 000
Y resolviendo el sistema obtenemos:
A1 = -0.2780 in .
A2 = -0.1292 in

Sin embargo, de acuerdo a la ec. (9.103), la respuesta -

de la parte estacionaria es:

X

"

-0.2780 sen 20 t
~0.1292 sen 20 t

RESPUESTA

X2



. ~ ABREVIATURAS

cps . ciclos por segundo
cte. constante
din® , dinédmico-a
ec. ecuacidn
est., st. i estdtico-a
fig. - figura
ft . pie
HZ 4 Hertz
in, pulg. pulgada
Kip, K Kilolibra
KSI Kilolibra por pulgada cuadrada
1b ' libra
max. , S ) méximo-a
min. . minimo-a
pag. ] pagina
PSF Libras por pie cuadrado
rad radianes
rpm revoluciones por minuto

seg., s ) segundo
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