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PREFACIO

El libro se ha escrito con la finalidad de contribuir en el apoyo a profesores,
estudiantes y todos los interesados en general en la ensefianza y el aprendizaje del
andlisis estructural, el cual representa un apartado trascendental en el area de la
Ingenieria Estructural. Esta a su vez, constituye uno de los pilares mas importantes
de la carrera de Ingenieria Civil y de otras carreras como Ingenieria Mecanica,
Ingenieria Aeronautica y Arquitectura.

Una estructura es el conjunto de elementos resistentes, convenientemente
vinculados entre si, que accionan y reaccionan bajo los efectos de las cargas; su
finalidad es resistir y transmitir cargas a otros elementos y a los apoyos, y de ese
modo garantizar su correcto funcionamiento. Los requisitos o exigencias basicas
gue una estructura debe cumplir son: equilibrio y estabilidad.

Se entiende por andlisis de una estructura al proceso sistematico que concluye con
el conocimiento de las caracteristicas de su comportamiento bajo un cierto estado
de cargas; se incluye, habitualmente, bajo la denominacion genérica de estudio del
comportamiento tanto el estudio del analisis de los estados tensional y
deformacional alcanzados por los elementos y componentes fisicos de la estructura
como la obtencién de conclusiones sobre la influencia reciproca con el medio
ambiente o sobre sus condiciones de seguridad. Es entonces el objetivo del analisis
de una estructura, la prediccion de su comportamiento bajo las diferentes acciones
para las que se postule o establezca que debe tener capacidad de respuesta.

El énfasis de este libro es resolver de manera minuciosa y clara una gran variedad
de ejercicios sobre estructuras isostaticas e hiperestéticas, y sistemas de un grado
de libertad con amortiguacion y sin amortiguacion. Esto tiene como objetivo ofrecer
al lector una idea muy acercada de cémo trabajan los software de estructuras
disponibles hoy en dia, por ejemplo, el SAP 2000, ETABS o ANSYS, debido a que
estos emplean las teorias que en la presente obra se tratan. Por otra parte, en
automatico se le brinda al lector un medio para comprobar los resultados obtenidos
en los programas de calculo mencionados, en vez de limitarse simplemente a
confiar en los resultados generados.

A continuaciéon se proporciona el enfoque seguido en el presente trabajo. La obra
se divide en tres capitulos. En el capitulo 1 se analizan estructuras isostaticas
Gnicamente, especificamente, vigas, porticos, armaduras y arcos. Esta parte
vendria siendo una introduccion al analisis estructural; se explica la forma de
calcular el grado de indeterminacion, las reacciones en los soportes, de determinar
las funciones de las fuerzas cortante y normal, y de momento flexionante empleando
el método de las secciones, de dibujar los diagramas de los elementos mecanicos,
de inferir las fuerzas en las barras con el método de los nodos, etc.
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PREFACIO

En el capitulo 2 se estudian las estructuras estaticamente indeterminadas; los
métodos que se emplean para ello son el de flexibilidades y el matricial de la rigidez,
y se aplican solo a armaduras, vigas y marcos. Finalmente, el capitulo 3 se enfoca
a la resolucion de sistemas de un grado de libertad con y sin amortiguamiento, tanto
para casos en los que la carga es nula como para los casos en los que hay
excitacion armonica.

DAVID ORTIZ SOTO
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CAPITULO 1
ESTRUCTURAS ISOSTATICAS

Ejercicio 1.1 Funciones de Fuerzas cortante y normal, y de momento flector
de una viga isostatica con un soporte inclinado.

Instrucciones Determine las reacciones en los apoyos de la estructura mostrada
en la figura 1-la producidas por las cargas indicadas. Use el método de las
secciones para deducir las expresiones algebraicas que describen la variacién de
los elementos mecanicos.

0.5k/ft

10°

Plano de deslizamiento del soporte

24

(@)
Figura 1-1

SOLUCION
Verificacion del grado de indeterminacion

Se identifican las fuerzas reactivas en los apoyos (soportes); el soporte 1 es un
rodillo, por lo que la reaccion R, es perpendicular al plano de deslizamiento del
apoyo, mientras que el soporte 2 es articulado y en él se generan dos reacciones,
una horizontal (R,x) y una vertical (R,,). Como hay tres incégnitas de reaccion,
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r = 3, tres ecuaciones de equilibrio @ FX =0, FY =0, > M = 0), n = 3, y ninguna
ecuacion de condicidon (no existe articulacion (rétula) ni conexion cortante
intermedia), ¢ =0, se concluye que la viga es isostatica o0 estaticamente
determinada debido a que se cumple que r = n + ¢, puesto que 3 = 3 + 0.

Sir > (n + ¢), entonces la viga es estaticamente indeterminada, o bien, en caso de
que r < (n + ¢), se infiere que la viga es inestable.

Célculo de las reacciones en los apoyos

Diagrama de cargas. Este diagrama se muestra en la figura 1-1b. El sentido de
cada reaccion ha sido supuesto arbitrariamente debido a que las fuerzas reactivas
no son conocidas. Para la carga distribuida se tienen que determinar: a) la carga
concentrada equivalente, es decir, la magnitud de la fuerza resultante de la carga,
gue es igual al &rea bajo la curva de carga (en este caso, por ser carga uniforme es
el area del rectangulo) y b) el centroide de dicha area a través del cual pasa la linea
de accion de la resultante,o0 sea, se halla el punto de aplicacion de la resultante
(para una carga rectangular, el centroide se localiza a la mitad de la longitud de la
base).

A 0.5k/ft

\V4

RlX = 0.3846R1

107 (&

O\
RlY = O.923R1 '%

24’

(b)
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Por otra parte, se han establecido en sus cuadrantes positivos a los ejes
coordenados X y Y mas convenientes para aplicar las ecuaciones de equilibrio en
la estructura; esto Ultimo hace que sea necesario descomponer a R, en sus
componentes rectangulares horizontal y vertical, las cuales han sido etiquetadas
como R;x Y R;y respectivamente.

La fuerza resultante de la carga uniforme distribuida y su punto de aplicacion son
A = (0.5k/ft)(24ft) = 12k X = %(24') =12

De acuerdo a las figuras 1-1c y 1-1d, las componentes rectangulares de la reaccion
R, enelplano X —Y son

Plano de deslizamiento del soporte

5
6 =tan"1— = 22.6198°
an 12

Ryx = Rysinf = R, - 5in22.6198° = 0.3846R,

R,y = R, cos6 = R, - c0s22.6198° = 0.923R,

Ecuaciones de equilibrio. Se aplican al diagrama de cargas para calcular las
reacciones en los apoyos; la convencion de signos que se adopta es arbitraria. En
caso de que la solucion de las ecuaciones de equilibrio proporcione una magnitud
negativa para una fuerza reactiva, su sentido propuesto debe ser invertido.

Tomando momentos alrededor del punto 2 considerando los ejes ] que
pasan por tal punto, se puede despejar directamente el valor de R;.

E M2 =0 = Ry4x(10) + Ryy(24) — 12(12) = 0



CAPITULO 1 ESTRUCTURAS ISOSTATICAS

144
(0.3846R,)(10) + (0.923R,)(24) — 144 = 0= R; = — ~ = 55385
~ Ry = 5.5385k /

Los valores de las componentes rectangulares de R, = 5.5385k son
Rix = 0.3846R, = 0.3846(5.5385k ) = 2.13k
Ryy = 0.923R; = 0.923(5.5385k) = 5.112k

Finalmente, las reacciones R,y y R,y Se obtienen al plantear las dos ecuaciones
de equilibrio restantes, es decir, las de fuerzas.

+_>ZFX=O:R1X_R2X=0$2-13_R2X=0:R2X=2-13
oo R2X=2.13k D—
+T FYZO:Rly_UR‘i'RZY=O$5112—12+R2y=0$R2Y=6888

o RZY = 6888kI

Funciones de fuerza cortante, de fuerza normal y de momento

0.5k/ft

\V4

RlX = 213k

A =12k

10°

RZX = 2.13k
\—

Rzy = 6.888k
(e)
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En la figura 1-1e se visualizan los valores de las reacciones en los soportes con sus
correspondientes sentidos adecuados. A continuacion se aplica el método de las
secciones (cortes). La distribucion de la carga actuante no presenta discontinuidad,
asi que solo ser& necesario efectuar un corte perpendicular al eje longitudinal de la
viga para definir los elementos mecénicos, también llamados acciones internas, que
corresponden a la fuerza axial o normal N, la cual actia en la misma direccion que
la del eje longitudinal de la viga, la fuerza cortante V que es perpendicular a N y el
momento flexionante M; se considera como origen del sistema coordenado al punto
1, asi que la coordenada x es positiva hacia la derecha y hacia abajo, y es valida
para la region 1—2 (0 <x < 26", debido a que la longitud de la viga es

L= \/(24’)2 + (107)% = 26°.Se secciona la viga en un punto arbitrario (intermedio en
el segmento 1 — 2) a una distancia x del punto 1.

En la figura 1-1f se proporciona un diagrama de cuerpo libre del segmento de viga
con longitud x. El area A bajo el rectangulo y su centroide x. deben determinarse.
Las acciones internas aparecen actuando en sus direcciones positivas de acuerdo
a la convencién de signos mas usual y sus funciones se deducen aplicando las
ecuaciones de equilibrio cuya convencion de signos si puede ser indistinta en el
diagrama mencionado.

=

XOFRED = 2

T
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La carga concentrada equivalente de la carga distribuida uniforme del corte y su
punto de aplicacidén son, respectivamente

1 X
A = (0.5)(0.923x) = 0.4615x Xo = E(x) = 5

Con base en la figura 1-1g se determinan las componentes rectangulares de la
fuerza resultante A, cuyas lineas de accion coinciden con las de N y V, es decir, las
componentes que actian en forma paralela y perpendicular al eje longitudinal de la
viga.

4.,

Acx = Acsing = 0.4615x(0.3846) = 0.1775x Ao = 04615 | 6

N Ao,

Acy = Apcos8 = 0.4615x(0.923) = 0.426x

(¢))

Las distancias auxiliares a, b, c y d se deducen a partir del triAngulo rectangulo que

se observa en la figura 1-1h.

¢ =xsinf = 0.3846x

¥
¢ a=xcosf =0.923x
0
a c
@ b=—=— d=-
2 2
(h)

Sitomamos momentos alrededor del punto del corte, puede obtenerse directamente
el momento M en funcion de x.
E Mcorte =0
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e Opcion 1.

Usando los momentos de las fuerzas con respecto a los ejes i que pasan
por el punto del corte se tiene E

Riy(a) + Rix(c) —Ac(b) —M =0
5.112(0.923x) + 2.13(0.3846x) — (0.4615x)(0.4615x) — M =0
simplificando y despejando a M
M = —0.213x2 + 5.538x

e Opcion 2.
o<

N

Considerando los momentos de las fuerzas con respecto a los ejes e que
pasan por el punto del corte obtenemos !

X X
R,(x) — Agy (E) — M =0 = 5.5385(x) — (0.426%) (E) —M=0
M = —0.213x? + 5.5385x

De la suma de fuerzas en la direccion de la fuerza cortante igual a cero se tiene
f+ZFY=o=>R1—ACY—V=o=>5.5385—0.426x—v=0

V =5.5385 - 0.426x

o también

dM d
V =—=—(-0.213x% + 5.5385x) = 5.5385 — 0.426x
dx dx

Lo anterior se debe a que como se observara en el siguiente tema, la pendiente del
diagrama de momento (dM /dx) es igual a la intensidad de la fuerza cortante en ese
punto. Por otra parte, se establece que la pendiente del diagrama de fuerza cortante,
en un punto (dV/dx) es igual a la intensidad de la carga distribuida w(x) en ese
punto.

Si la suma de fuerzas en la direccidon de la fuerza normal es cero, resulta

\+ZFX=0=>ACX+N=0=>0.1775x+N=0=>N=—0.1775x
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Ejercicio 1.2 Diagramas de fuerza cortante y de momento para una viga con
carga triangular.

Instrucciones Para una viga simplemente apoyada de longitud L que soporta una
carga cuya variacion lineal va de 0 en el apoyo A hasta w en el apoyo B, figura
1-2a, dibuje los diagramas de momento y cortante.

A wJ/\Ll 5
Vea 7507

-

'

L

(@)
Figura 1-2

SOLUCION
Célculo de las reacciones en los apoyos

Diagrama de cargas. Las reacciones en los apoyos han sido identificadas y el
sentido de cada una de ellas se ha supuesto arbitrariamente por desconocerse; por
otra parte, se ha determinado la carga concentrada equivalente A para la carga
distribuida de intensidad con variacion lineal y su punto de aplicacion x. La figura
1-2b indica el diagrama de cargas de la estructura.

Ecuaciones de equilibrio. Se aplican al diagrama de cargas para obtener las
fuerzas reactivas en los soportes; la convencion de signos a utilizar es indistinta.

wily /2 wl? wlL
N ma=0=(F)(5L) - Rad@ = 0= Rey = - =5 Ray = 5

+—>ZFX:O=>.-. Rgx = 0
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+TZFY 0o Ry — ¥ gsng, =
=0= —_—t—=0=>- = —
wiL
A=? W
A l\\/ B
W\L A |
R
BY
RAYI: >
L
-""-.’ _ 21 }
x ==
3
(b)

Funciones de fuerza cortante y de momento

En la figura 1-2c se visualizan los valores de las reacciones en los soportes con sus
correspondientes sentidos adecuados; se especifica la coordenada x a utilizar cuyo
origen asociado esta en A. El momento y el cortante deben estar en funcion de x y
como no hay discontinuidad de carga a lo largo de la estructura, sélo se efectuara
un corte perpendicular al eje de la viga.

A_wl
=— W
A \L l B
x
wi
R _WLIi Rar':?
AY = = -
]
L
-=2;
*¥=3
(c)
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Un diagrama de cuerpo libre del segmento de viga con longitud x es proporcionado

en la figura 1-2d. Note que la intensidad de la carga triangular se encuentra en
proporcion, es decir, %: % >q = %x. Se indica la fuerza resultante de la carga
triangular del corte y su punto de aplicacion; V y M aparecen actuando en sus
direcciones positivas de acuerdo a la convencion de signos usualmente adoptada y
sus funciones se deducen al hacer uso de las ecuaciones de equilibrio cuya

convencion de signos si puede ser cualquiera.

0<x<L

"

P

e

%
=

(d)

1))

3 Mcorte = O:>—M+<—

6 2 3
. wL W
~ 6 YT eL”
wlL (x)(rx)
+TZFY=0:>—— —-V=0
6 2
V_WL W, L ambié V_dM_WL W(3 2)_WL W
~ 6 2LX otV =T 6 6L’ T 6 2L

Calculo del momento maximo

El momento maximo estad posicionado en un punto donde V =dM/dx = 0;
realizando la sustitucion correspondiente y resolviendo la ecuacion se tiene

10
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wlL
O_WL w 2 2__T_2WL2_L2:>. L
~%6 2% x__%_ 6w 3 Ymax T3

Al hacer x,,,, = x en la ecuacion de M, el momento maximo resulta ser

3 2 2 2

wlL wlL 3 ) wlL
=—wl:=>M =

L/ L L
Minax = W?(ﬁ) B :}_L(ﬁ) T ov3 6(@)3 27 max = g /3

Diagramas de fuerza cortante, momento flector

Una vez que se han determinado las funciones de fuerza cortante y de momento
flector, estas se evaluan en el intervalo 0 < x < L, tablas 1-1 y 1-2. Luego, los
respectivos diagramas, figuras 1-2e y 1-2f, se obtienen de graficar los datos
dispuestos en forma tabular.

(L) V(WL)
—+— DIAGRAMA DE CORTANTE
0 U 1EEEBBEET
0.2
01 0_16166666T ’_H__H"'”“\x
0z 0 14BGEBEET 01 -
03 0121666667 . \\
<
04 T OZEEEBEET - oz ok D*ﬁ\ s 1,
05 0. 0416BBEET 201
> \
06 0.013333333 o2
07 10.075333333 \
03 -0 153333333 0.3
09 0.238333333 04
1 0.333333333 x (L)
Tabla 1-1 (e)
xiL) MIWL"2)
—+—DIAGRAMA DE MOMENTO
[ 0
0.07
01 0.0165 S5
0.06 -
02 0.032 =s
03 0.0455 _ oo // \\a.\
~
0.4 0.056 S 004 / \
05 0.0625 -g- 0.03 A \
06 0.064 0.02 / \
07 0.0595 0.01
05 0.045 0
09 0.0285 0 0.2 04 06 08 1 12
1 0 x(L)
Tabla 1-2 ()

11
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Ejercicio 1.3 Analisis de una viga con carga compleja.

Instrucciones  Calcule las fuerzas reactivas en los soportes y determine las
funciones del momento flector y de las fuerzas cortante y normal de la viga isostética
mostrada en la figura 1-3a. Obsérvese que en los extremos izquierdo y derecho
estan aplicadas cargas puntuales de 7T con una pendiente de 3:4 y de 5T con una
pendiente de 1:1 respectivamente; sobre la region B — D se extiende una carga
cuya intensidad varia linealmente desde 0 en el punto B hasta 3T /m en el punto D
y sobre la regién D — F la estructura soporta una carga distribuida irregularmente en
la que se conocen seis puntos de intensidad de carga cuyos valores son indicados.

Carga distribuida
3T/m 37/m irregularmente
> 2T /m 2T/m
4 1T/
3
A C
im 2m 1m 1m 1m 1m 1m 1m 2m
(@
Figura 1-3
SOLUCION

Célculo de las reacciones en los apoyos

Diagrama de cargas. Primero se construye una funcion polinomial que ajuste a los
puntos conocidos de la carga distribuida irregularmente; como se tienen seis datos,
se propone una funcién polinébmica de grado cinco (ndates -1) de la siguiente forma:

y = ax® +bx*+cx® +dx* +ex+f——— ()
Tomando como origen al punto A se sabe que
enx =4m,y =0;enx =5m,y = 2T/m;enx = 6m,y = 3T/m
enx =7m,y =1T/m;enx =8m,y = 2T/m;enx =9m,y =0

Si sustituimos los valores anteriores en la ecuacion (I), se obtiene el siguiente
sistema de ecuaciones:

0=a(®)>+b(D)*+c(4)*+d(4)?*+e(@)+f

0 =1024a + 256b + 64c+ 16d +4e+ f — —— (1)
2=a(5)°>+b(B)*+c(5)2+d(5)%+e(5) +f
2 =3125a + 625b + 125¢ + 25d + 5e + f — — — (2)

12
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3 =a(6)’+ b(6)*+c(6)® +d(6)> +e(6) + f

3 =7776a + 1296b + 216¢ + 36d + 6e + f — — — (3)
1=a(D>+b(ND*+c(72+d(N?+e(D) +f

1 =16807a + 2401b + 343c + 49d + 7e + f — — — (4)
2=a(8)°+h(8)*+c(8)3+d(8)%>+e(8) +f

2 =32768a + 4096b + 512c + 64d + 8e + f — — — (5)
0=a(9)®+hb(9)*+c(9)2+d(9)?+e(9)+f

0 = 59049a + 6561b + 729c + 81d + 9e + f — — — (6)

Expresando el sistema simultdneo de ecuaciones en forma matricial tenemos
1024 256 64 16 4 1 a 0

/3125 625 125 25 5 1\ /b\ /2\

I 7776 1296 216 36 6 111 c 1t 131

16807 2401 343 49 7 1 | d |_ 1 |

32768 4096 512 64 8 1)\°¢€ 2/

59049 6561 729 81 9 1 f 0

Resolviendo el sistema resulta
a 1024 256 64 16 N0 —0.166667
/b\ /3125 625 125 25 1\ /2\| / 5.33333 \
c 7776 1296 216 36 31_| —66.8333 |
d l_ 16807 2401 343 49 1 | * 1 |_ 409.167 |
e/ 32768 4096 512 64 1/ 2/ —1221.5 /
f 59049 6561 729 81 9 1 0 1422

Si se reemplazan los resultados obtenidos en la ecuacion (I), entonces la funcién
polinomial que describe la intensidad de la carga distribuida irregularmente es
1 16

5 4 401 3 2
yz—gx +?x —Tx + 409.167x“ — 1221.5x + 1422

Se calculan las cargas concentradas equivalentes A; de las presiones, asi como
su punto de aplicacién x;.

03O Ul »
[N

- Carga cuya intensidad varia en forma lineal.

3T/m)(3m 2
=%=4.5T % =5 (3m) = 2m
- Carga distribuida irregularmente.
Para esta carga se conocian seis puntos de intensidad inicialmente; realmente no
se sabia el comportamiento exacto de la curva que describe la carga distribuida

hasta que se calcul6 la ecuacion y se graficd. Fue asi como se pudo observar que

Ay

13
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una pequefia porcion de la carga distribuida, especificamente la que se extiende de
4m a 4.45m, actla hacia arriba; I6gicamente en x = 4.45m,y = 0.
La fuerza resultante para esta porcion de carga distribuida es

Ly
AzzfdAzf ydx
Ly

4.45 1 : 16 . 401
Azz.f — 2+ at — == +409.167x% — 1221.5x + 1422 | dx
4
p __[ L o, 16 o 401 , 136389 , 2443 , . ]445
271736 "1 T 24% TT1000 * T4 x|,

1 16 401
A, = ——(4.45° — 4.00°) + — (4.45° — 4.00°) — — (4.45% — 4.00*

2 36( 5 00)+15( 5 00°) 24( 5 00%)
136389
1000

2443
(4453-4003)—-71—(4A52—-4002)+1422(445-400)z-—a12T

El signo negativo indica que la resultante A, actla hacia arriba. Su punto de
aplicacion es
L
_ [xda [ xydx
xz = =
faa [ yax

3* 6

[145 (— g5 + 220t - 1123 1 400.167x2 — 1221.5x + 1422) dx

Resolviendo el numerador se tiene

AN ) (- g+ 22xt - 10023 1 409.167x2 — 1221.5x + 1422) dx

445 1. 16 , 401
f (x)(—gx +?x —Tx + 409.167x?% — 1221. 5x+1422)dx
4

%45, 1 16 . 401
=.[ (—gx:—kifx — St + 409.167x — 1221.5¢ 4—1422x)dx
4

_[ 1,8 401 o 409167 , 2443 . _ . 44A5
172" T9Y T30 TTa000 YT 6 g

4
1 8 401

= ——(4.45" — 4.007) + = (4.45° — 4.00%) — —— (4.45° — 4.00°
42( 5 00)+9( 5 00°) 30( 5 00°)

N 409167
4000

4 4_2443 3 _ 3 2 _ 2Y ~ _
(4.45% = 4.00%) — —— (4.45° — 4.00%) + 711(4.45” — 4.00%) ~ —0.49

El denominador ya fue resuelto. Por lo tanto,

049
2= 2012
14

~ 4.083m
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Ahora se analiza la parte de la carga distribuida que actlia hacia abajo, es decir, la
gue se extiende de 4.45m a 9m. La fuerza resultante es

A3—fdA f ydx

° /1 _ 16 . 40
A3:.f <—~—x54———x4—————x + 409.167x2 ——12215x—F1422>
4.45 6 3 6
__[ L o 16 o 401 , 136389 , 2443 , ]9
= 36x 5% "224% TT1000 ¥ T2 * ol

16 401
= L (95 — 4.455) + =2 (95 — 4.455) — 2L (g4 _ 4 45
26 ¢ )+ ( )= ( )
136389
1000

2443
(93 — 4.453) — - (92 — 4.45%) + 1422(9 — 4.45) = 8.87T

y su punto de aplicacién es
L
_ [xda [ xydx
x p—vl p—vl
*TJaA T yax

.16 4401
) _Q45()( + ot — x4 409.167x2 — 1221.5x + 1422) dx
37T o 1 16 401
Lo (3 5*‘3 x*t — Zg= 3 + 409.167x2 — 1221.5x + 1422) dx

Resolviendo el numerador se tiene

o 1. 16 , 401
J" (x)(—n—x +x* — ——x3 + 409.167x> ——12215x—k1422)dx
4.45 6 3 6

° /1, 16 . 401
=_f (—n—x x5 — 4 4 409.167x3 — 1221.5x2 4—1422x)d
4.45

6~ 3 6
_[ L, 8 401 . 409167 , 2443 . . ]9
=2 9 30 2000 X T8 X e

1 8 401 409167
= =27 (97 = 4.457) + 5 (9° — 4.45%) — = (9° — 445%) + 9% — 4.45*
42( ) +=( ) 30 ( ) 2000 ( )

2443
——— (93 — 4.453) + 711(9?% — 4.45%) = 59.3

El denominador ya fue resuelto. Por lo tanto,

_ 593
X =gg7 ~ 6.685m

Luego, se resuelven las fuerzas puntuales F; = 7T y F, = 5T en sus componentes
rectangulares X — Y, figuras 1-3b, 1-3c y 1-3d, 1-3e, respectivamente.

15
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- ParaF, =7T
hlz\/32+4‘2 =5
4 Z sin61=§;c0561=§
b1 F 3
1X
3 cos B, = - = Fix = 7T(cos6,) =7T (E) = 4.2T
(b) F 4
sinf; = — = Fyy = 7T(sin6,) = 7T (—) =5.6T
7T 5
- ParaF, =5T

v h, =12 +12 =42

1

6 sinf, = cos 0, = —

2 2 2 \/E

1
(d)

. FZY . 1
Sin6, = - = Fyy = 5T(sin6,) = 5T <ﬁ) — 3.53553T

Foy 1
cos B, = T = F,x = 5T(cosB,) = 5T <ﬁ> = 3.53553T

El soporte C es un rodillo, por lo que se genera una fuerza reactiva vertical Ry,
mientras que el soporte F es un pasador y tiene dos incognitas de reaccion, una
horizontal (Rpx) y una vertical (Rgy). En consecuencia, el diagrama de cargas de la
viga, figura 1-3f, es

Carga distribuida
A= 4I.5 T 3T/m 3T/m i irregularmente

Fpy = 3.53553T

I . .,

5

{; I . -

Fyjy = 3.53553T

2m

~

% =2m | 3.685m | 2315m
I Rey i i Rpy

> i
%, = 6.685m i L X

%3 = 4.083m

(f)

16
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Ecuaciones de equilibrio. Se aplican al diagrama de cargas para calcular las
incégnitas Rgy Y Rey Y Rgx usando una convencidn de signos arbitraria.

+- Z FX =0= 42— Rgy — 3.53553 = 0 == Rpy = 0.66447T+—

3 MC = 0 = —5.6(3) — 0.12(1.083) + 8.87(3.685) — Rpy(6) + 3.53553(8) = 0 =
o RFY = 7.34‘T
+1 Z FY = 0= —5.6— 4.5 + Ry + 0.12 — 8.87 + 7.34 — 3.53553 = 0 = Rpy = 15.0456TI

La fuerza reactiva vertical del soporte en C también se puede obtener tomando
momentos alrededor de F.

BZ ME = 0 = 3.53553(2) — 8.87(2.315) — 4.5(6) + 0.12(4.917) + Ry (6) — 5.6(9) = 0

“ Rey = 15.0455TI

Funciones de fuerza cortante, de fuerza normal y de momento

En la figura 1-3g se muestran los resultados obtenidos.

Fiy = 5.6T _ A, =gg7T  Cargadistribuida g, = 3535537
v A, = 45T 3T/m 3 irregularmente

Fiy = 42T A B ,

i ;Z% Fpjy = 3.53553T
A, =012T § i

i 3m 6m 2m
% =2m 3.685m i 2.315m

| Rey = 15.0456T I | | Rpy = 7.34T
| %, = 4.083m ! |

o~

%3 = 6.714m

()

La distribucién de la carga que actta sobre la viga presenta discontinuidades en los
puntos B,C,D, E y F; asi que, para obtener expresiones algebraicas que definan la
variacion de los elementos mecanicos es necesario cortar a la estructura
perpendicularmente a su eje a través de secciones arbitrarias en los tramos
A-B,B-C,C—-D,D—-EE—-FYyF—-aG.

17
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Se ha definido una sola coordenada x para toda la viga, por lo que es valida para
todalaregion A — G (0 < x < 11m), su origen ha sido asociado en A, y es positiva
hacia la derecha.

Corte en el tramo (1) (4 — B). Se secciona la viga en un punto arbitrario (intermedio
en el segmento (A— B) a una distancia x del punto A. En la figura 1-3h se
proporciona un diagrama de cuerpo libre del segmento de viga con longitud x. Al
aplicar las ecuaciones de equilibrio, se tiene

0<x<1m
E Mcorte =0= —5.6(x) — M, =0=> M, = —5.6x

+T2FY=0=>-5.6—V1=o=>v1=—5.6

o también
v, = T Tx =-5.6

+—>ZFX=O=>4.2+N1=O:N1=—4.2

Corte en el tramo (2)(B — ). En la figura 1-3i se muestra un diagrama de cuerpo
libre de la seccion cortada. A la derecha, figura 1-3j, se proporciona un esquema
para determinar el valor en funcién de x de la intensidad W, .

Im<x<3m

3T/m
w,
B corte D
< x—1m >
3m
x 4 3T /m W,
VZ = = [/l/1 =X — 1
(i) 3m x—1m
)

La fuerza resultante de la carga triangular cortada es

- DE-1)  (x—-1)°
- 2 2

18
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y su punto de aplicacion es
1
e = l(x—1
Xy 3 (x )
Por lo tanto,

(

x—1)%11
E Mcortez0z—5.6x—T[§(x—1)]—M2 =0

M, = —5.6x —%(x —1)3 = —5.6x— % [()3 = 3(02(1) + 3(1)2(x) — (1)3]

1 1 1 1
= —5.6x—g[x3—3x2+3x—1] = —gx3 +§x2—6.1x+g

(x — 1)?

+TZFY=O:,~—5.6— .

_V2=0

x)? =200 (D) + (1)? 1 1 1
V2=—5.6—() (;() O =—5.6—Ex2+x—5=—5x2+x—6.1
o también
dM, d(—%x3+%x2—6.1x+%) 1
V2: = :——X2+x—6.1
dx dx 2

+—>ZFX=O=>N2=—4.2

Corte en el tramo (3)(C — D). Se representa el diagrama de cuerpo libre
correspondiente al segmento izquierdo de la estructura que se produce al cortarla
en algun sitio intermedio del tramo C — D, figura 1-3k. El equilibrio estatico del
cuerpo libre implica que

Im<x<4m




CAPITULO 1 ESTRUCTURAS ISOSTATICAS

(x—1)?%11
a Mcorte = 0 = —5.6x + 15.0456(x — 3) — — [§ (x — 1)] —M;=0

M; = —5.6x + 15.0514x — 45.1542 ! 3+1 2 x+1
3= .6x . be . 6x 2x 5T
1 1
M; = —gx?’ + Ex2 + 8.9456x — 44.9701
(x — 1)? 1,
+TZFY= 0= =5.6 = ———+ 15,0456 — V3 = 0 = V3 = > 2% + x + 89456
o también
M, d(—Zx®+5x% +89456x — 449701) 1
V; = = =——x?+x+8.9456
dx dx 2

+—>ZFX:0:>N3:—4.2

Corte en el tramo @ (D — E). Se secciona la estructura en un punto arbitrario
(intermedio en el segmento (D — E) a una distancia x de A; a continuacion se ofrece

el diagrama de cuerpo libre que representa la porcion de la estructura ubicada a la
izquierda del corte, figura 1-3l.

4dm < x < 4.45m

ﬂ 5 :
B C DU: N,

3m

Rcy=15.0514TH1m A
x :

X11

()

'
'

! _
:ex —Xn

La carga concentrada equivalente de la carga distribuida irregularmente cortada es

20
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¥ 1 5 16 4 4 3 2
A,,=f (—ax 00t === 4 409167 —1221.5x+1422)dx
4

_ 1o, 16 401, 136389 . 2443 ,
=736 T15F T 24" TT1000 * 4 x '

y su linea de accién esta localizada a una distancia de

JF ) (—%x5 + 13—6x4 - 4—21x3 +409.167x% — 1221.5x + 1422) dx
[F(— g5+ 2xt — 2253 + 409.16722 — 1221.5% + 1422) dx

X =

Resolviendo el numerador tenemos

x S 16, 401 )
f ) (—gx gt = == + 409167 —1221.5x+1422)dx
4

x, 1 16 . 4
f (—gx6 a5 = S x4 409.167x — 1221597 + 1422x) dx
4

_ 1 5B o 401 o 409167 . 2443 . ., oo
= X 2000 X 6 X X .

El denominador ya fue resuelto. Por lo tanto,

1 7 8 . 401 > 409167 , 2443 3 5
- — 35X +§x —30 ¥ + 2000 ¥ ~ g X + 711x* — 1067.35
1 . .16 o 401 , 136389 , 2443 °
T +15x — 5z X + 1000 X~z % + 1422x — 1346.05

Las acciones internas entre los puntos D y E quedan definidas como

EZ Mcorte =0

—5.6x — 4.5(x — 3) + 15.0456(x — 3) + A;,(x — X)) — M, = 0

o Lo, B 401 136389 , 2443 . ., .o
+=7952% T35% 120" TTa000 * T 12 x U
+1035.7132

+TZFY =0=—56—45+15.0456 + A;, —V, = 0
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1 16 . 401 136389 2443 2
Vy=——x0+—x"——x*+ x3 — x +1422x — 1346.1044
36 15 24 1000 4
o0 también
_dM,
T dx
d( 2%2 x + 85x - ‘1}(2)(1) 54 128339 xt — 2‘1“2}3 3 4+ 711x2% — 1341.1044x + 1035. 7132)
N dx
v, = ! + 16 5 201 4 + 136389 5 2443 2 + 1422x — 1346.1044
=gt Y T Y g0 X T4 ” x

+—>ZFX:0:>N4:—4.2

Corte en el tramo @ (E — F). Se secciona la estructura en un punto arbitrario
(intermedio en el segmento (E — F) a una distancia x de A; en la figura 1-3m se
representa el diagrama de cuerpo libre del segmento izquierdo de la viga. En
consecuencia,

445m < x <9m

| 3T/m STym 111 Carga distribuida
i 2T /m, irregularmente
1T/m
A, =012T
. xX—3m i
Rcy = 15.0456T x|
X, = 4.083m I : .
X éx — X
(m)

La carga concentrada equivalente de la carga distribuida irregularmente cortada es

x 1 16 401
A =f (——x5+—x4——x + 409.167x% — 1221. 5x+1422)dx

ias\ 6 3 6
_ 1o 16 401 , 136389 2443 , o
T 736" T15Y T24 " TT1000 * 7 * x
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y su linea de accion esta localizada a una distancia de

I AE) (—%x5 + %x‘* E %aﬁ +409.167x% — 1221.5x + 1422) dx
=" " 1,,16_, 401 , 5
[F i (F s+ at = Z= a3 + 409.167x2 — 1221.5x + 1422) dx

Resolviendo el numerador tenemos

x 1, 16, 401, ,
f ) (——x 2t 043 1 409.167x —1221.5x+1422)dx
4.45

6X T3 6

x1, 16 401, ,
f <—€x6+?x — S x* +409.167%° — 1221.5x +1422x)dx
4

1 8 401 . 409167 2443
x* — x3 + 711x? — 1066.85875

7 4 46
22 79 730 * 2000 6

El denominador ya fue resuelto. Por lo tanto,

1 , . 8 o 401 5 409167 , 2443 ; 2
% = X +9x 30 X + 2000 ¥ 5 X + 711x 1066.85875
1 ,.16 o 401 , 136389 , 2443 , _
36 ¥ +—15x >4 X + 1000 % 7 X + 1422x — 1345.935

Las acciones internas entre los puntos D y E quedan definidas como

E Mcorte =0

—5.6x — 4.5(x — 3) + 15.0456(x — 3) + 0.12(x — 4.083) — A, (x — %) — M, = 0

v Ls_ B o 401 . 136389 , 2443
57 252% Ta5* T120° T 2000 * T 12

—1098.9855

x3 —711x% + 1351.0006x

+1 2 FY =0= —5.6—4.5+ 150456 + 0.12 — A, =V, = 0

1, 16 . 401 , 136389 , 2443 2
Vg =—x"——x"+ Xt — x” + x — 1422x+ 1351.0006
36 15 24 1000
o0 también
dMs
Vg = ——
5 dx

1 7 8 % 401 ° 136389 , 6 2443 , )

- dx
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1 6 16 . 401 4 136389 3 2443 *
Vo=—x"——x"+ x* - x>+ x —1422x+ 1351.0006

36 15 24 1000

+—>ZFX:0:>N5:—4.2

Corte en el tramo ® (F — G). Se secciona la estructura en un punto arbitrario
(intermedio en el segmento E — F) a una distancia x de A; en la figura 1-3n se

representa el diagrama de cuerpo libre del segmento izquierdo de la viga. Por
consiguiente,

IM<x<1lm

Carga distribuida
3T/m 3T/m ] irregularmente

M

Ng

3m

X3 = 4.083m

IRCY = 15.0456T | Rey = 7.34T
' i x—3m

X, = 6.685m | x — 6.685m

:
z X

B Mcorte =0

—5.6x — 4.5(x — 3) + 15.0456(x — 3) + 0.12(x — 4.083) — 8.87(x — 6.685) + 7.34(x — 9)
- M6 = 0

Mg = 3.5356x — 38.89074

+7 2 FY =0= —5.6 —4.5+ 15.0456 + 0.12 —8.87 + 7.34 -V, = 0 = V; = 3.5356

o0 también

dM,  d(3.5356x — 38.89074)

V. =
6 dx dx

= 3.5356

+- Z FX=0=4.2-0.66447 + Ng¢ = 0 > Ng = —3.53553
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CAPITULO 1

Ejercicio 1.4 Diagramas de fuerza cortante y normal, y de momento para un

s

portico.

Instrucciones Dibuje los diagramas de fuerza cortante, de fuerza normal y de

momento flexionante del marco visualizado en la figura 1-4a.

12T

(@)

¥
—
©
—
>
2
LL

SOLUCION

Calculo de las reacciones en los soportes
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Diagrama de cargas. Se muestra en la figura 1-4b.

La longitud de los miembros A — By D — C son

Lyp = /(4m)? + (5m)% = V41m

En consecuencia,

sinf, = 4/\/H cosf, = 5/\/H

4m 2m (Zm)(\/ﬁm) V41 4m 2m (5m)(2m)
— = b= = m = — A S——

= 2.5
Va1lm b im 2 5m a @ 4m m

Lpc =/ (5m)2 + (5m)2 = 5vV2m
Por lo tanto,
g — 5 -1 -5 -1 _
sinf, = /5\/5— /\/E c0594—/5\/§— /\/5 6; =0,

Con base en la figura 1-4c, las componentes rectangulares de la carga puntual de
8T parael plano X —Y son

cosf, =—>=F = F, cos 6, = 81 < )—_ |
2 Fl 1X 1 2 ,—1 11

A continuacion se efectla un analisis de la carga con variacion lineal.

La carga concentrada equivalente es
s (5v2m)(5T/m) _ 252
L= =
2 2

y su punto de aplicacion se localiza a una distancia de

T

£ = 3 (5V2m) = 2v2m

A partir de la figura 1-4d, las componentes rectangulares de la resultante 4, son

O in @ Ary Ay = A, sin 0 ZSﬁT 1 25T
Sinby, =—= A1y = A;SInby, = ——— <_>:_
(ﬁo/{},’iA A, 2 V2) 2
V/,
CING 9‘*}' v T S 25v2 A(Ly_25
o COS 4=_: 1X = 1COS 4= <_>=_
- A, 2 V2 2
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Las distancias c y d pueden ser deducidas por trigopnometria como sigue:

5m c _Sm(%\/im):Em

= = C =
5v2m %x/?m 5v2m 3

d= \/[(S\Em) - (gﬁm)]z - (Sm —§m>2 = ?m

Ecuaciones de equilibrio.

40vAT 32VAT 25 10
B MA =0 < ;/1_> (2.5) + < ;/1_> (2) + (12)(6) — (10)(5) + <7> (9 +?)

25\ /5
_ (_) (_) — (Rpy)(14) = 0 = Rpy = 12.9247 = Ry, = 12.92477]

2/\3
4041 25
+—>2FX =0 Ry + - — 10 = 22 = 0= Ryy = 16253 =5 Ryy = 162537 —>
32v41

25
T~ 12—~ +129247 = 0 = Ry = 165729

“ Ry = 1657297}

T+ZFY=O=>RAY—

Como comprobacién, se debe cumplir que la suma de momentos respecto de D es
nula.

B 0=~ (E)6)- )6~ -a00 - a0 - (2

(40@
+

0 >(2.5)+(16.5729)(14)z0 ok

Funciones de la fuerza cortante, de la fuerza normal y del momento flector

Los resultados obtenidos se muestran en el diagrama de la figura 1-4e.

En el marco se pueden distinguir cinco regiones distintas. En el miembro A — B, un
primer tramo va desde A hasta el punto de aplicacion de la carga puntual de 8T y
un segundo tramo seria la parte restante del miembro. Un tercer y cuarto tramo se
observan por inspeccién en el miembro B — C debido a la aplicacion de la carga
puntual de 12T. En el miembro € — D no hay variacion en la distribucion de la carga,
por lo que toda su longitud comprenderia el quinto tramo. Para obtener funciones
gue definan la variacion de las acciones internas es necesario cortar la estructura a
través de secciones arbitrarias en los tramos mencionados.
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Aunque se puede establecer una sola coordenada x por miembro, en este caso se
opta por definir una coordenada x para cada tramo distinto, lo cual también es
vélido. En la figura pueden notarse claramente la forma en las que han sido
definidas las coordenadas x;, x,, x3,x, Y X5, las cuales cubren perfectamente cada
una de las regiones de la estructura.

9
2,

Con base en las figuras 1-4f, 1-4g y 1-4h, se calculan las componentes
rectangulares de las reacciones en los apoyos que seran Uutiles al efectuar el
equilibrio en algunos diagramas de cuerpo libre originados al cortar la estructura.

- Para Ryx = 16.253T

LA R 4
S0 S sin, = %Y = R,y = Ryy Sin@, = 16.253T (—) = 10.1532T

® Y 0N Rux Va1l
Rux = 16.253T Ryxx 5
cosf, =——=R =R,ycosf, = 16.253T (—) = 12.6915T
2 RAX AXX AX 2 \/H

- Para R,y = 16.5729T

< A8 sing, = Ravx Rayx = Ryy sin 6, = 16.5729T (i> = 10.353T
Wl B Ray V41
V4 S
‘\ " cos@, = Ravv = Ryyy = R4y c0s 6, = 16.5729T (i> = 12.9413T
(gj}\ LS 2 RAY AYY AY 2 . \/H .
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- ParaRpy = 12.9247T

& ~
e S . Rpyy : 1
/ 0 g Sin 93 = = RDYY == RDY Sin 03 = 12924‘7T <_> = 913914‘T
h ¢ %] DY V2
S [
N . Rpyx 1
AN I cos 05 = = Rpyx = Rpy cos 65 = 12.9247T (—) = 9.13914T
DY \/E

Miembro A — B.

Corte en el tramo (1). Se secciona la estructura perpendicularmente al eje del
miembro a una distancia x; de A, antes del punto donde se encuentra aplicada la
carga puntual de 8T; el diagrama de cuerpo libre de la seccion cortada, figura 1-4i,
con su analisis son

V4l
0 < x; STm

BZ Mcorte = 0 = 10.353(x;) — 12.6915(x;) — M; = 0 = M; = —2.3385x;

V41
enx; = Tm, M, = —7.48685T.m

\+ZFX =0=12.6915—10.353 +V, = 0 = V, = —2.3385

/—IY-ZFY =0=10.1532 + 12.9413 + N; = 0 > N; = —23.0945

Corte en el tramo (2). Se secciona al marco perpendicularmente al eje del miembro
a una distancia x, del punto de aplicacion de la carga puntual de 8T; en la figura
1-4j se muestra el diagrama de cuerpo libre de la porcion inferior de la estructura
para definir las acciones internas. Al aplicar las ecuaciones de equilibrio, se tiene
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()

Va1l
az Mcorte = 0 = (10.353 — 12.6915) > +x, | —8(xy;) — M, =0
M, = —10.3385x, — 7.48685

V41
enx, =0,M, =—-7.48685T.m;en x, = Tm, M, = —40.5862T.m

\I—zFX =0=12.6915-10353+8+V, =0=V, = —10.3385

/IY-ZFY = 0= N, = —23.0945

Miembro B — C.

Corte en el tramo (3). Se representa el diagrama de cuerpo libre correspondiente a

OSX:;SZT”

(k)

Rax = 16.253T

I 2m 2m X3
Ruy = 16.5729T
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la porcién izquierda de la estructura que se produce al cortarla (perpendicularmente
al eje del miembro) en algun sitio intermedio del tramo comprendido desde B hasta
el punto de ubicacion de la fuerza de 12T, figura 1-4k. Por lo tanto,

E Mcorte =0
(16.5729)(4 + x3) — 16.253(5) — (40\/_> (2.5) — (32\/_> 2+x)—M;=0

M; = 11.5753x; — 40.5859

x5 = 0,Ms = —40.5859T.m; x5 = 2m, Ms = —17.4352T.m

32v/41
41

40+/41
41

+TZFY=0=>16.5729— —V;=0=V; =11.5753

+—>ZFX=0=>16.253+ +N;=0= Ny =—225

Corte en el tramo(@) . Se secciona al marco perpendicularmente al eje del miembro
a una distancia x, del punto donde esta aplicada la fuerza de 12T; en la figura

1-41 se muestra el diagrama de cuerpo libre de la porcion izquierda de la estructura.
El equilibrio estético del cuerpo libre implica que

0<x,<3m
llZT

S

X4

BZ Mcorte =0

40;/1H (2.5) - 32\/_

M, = —0.42466x, — 17.4352

16.5729(6 + x,) — 16.253(5) —

(4+2x)—12(x,) =M, =0

enx, =0,M, =—-17.4352T.m;en x, = 3m,M, = —18.7092T.m
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32V41

+7 Z FY =0=16.5729 — -12-V,=0=V, =-0.42466

+—>ZFX:0:>N4:—22.5

Miembro D — C.

Corte en el tramo(5) . Se secciona la estructura perpendicularmente al eje del
miembro en un punto arbitrario (intermedio en el segmento D — C) a una distancia
x5 de D; en la figura 1-4m se muestra un diagrama de cuerpo libre del segmento de
estructura con longitud xs.

0 < x5 < 5V2m

(m)

Se procede a realizar un analisis de la carga trapezoidal. El siguiente esquema,
figura 1-4n, en el que se ha rotado el miembro D — C, es Util para determinar el valor
en funcion de x; de la intensidad W;. Aplicando triangulos semejantes se tiene

17.07107m — x| Xs
. SNE

N

5v2m = 7.07107m

5 w’ . 5(7.07107 — xs)
= —1 W =
7.07107  7.07107 — x5 7.07107

=5-0.707107x5
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A patrtir de la figura 1-4fi se determina el area A; bajo la recta que representa la
fuerza resultante. Esta fuerza actlia a traves del centroide de su area x;.

0.707107xs

(R) 5T/m — 0.707107x,

(x5)(0.707107x5)
2

A=A, + A, = (x5)(5 — 0.707107x5) +

1 1
MiA (5% —0707107x5?) (5%5) + (0.353554x5%) (3%5)  2.5x% — 02357021

MENAT 5xs — 0.353554x2 5xc — 0.353554x52

Si se aplican las ecuaciones de equilibrio en el diagrama de cuerpo libre, resulta

E Mcorte =0

2.5x5% — 0.235702x53 e =0
5x5 — 0.353554xc2 >

—9.13914x; + (5x5 — 0.353554x52) (xs -

Mg = —0.117851x53 + 2.5x5% — 9.13914x;
en x5 = 5V2m, M5 = 18.7098T.m
/FZ FX =0 = 9.13914 — (5x5 — 0.353554x:2) + Vs = 0
Vs = —0.353554x52 + 5x5 — 9.13914
N—ZFY =0= N: +9.13914 = 0 = N; = —9.13914
Diagramas de fuerza cortante, de momento flector y de fuerza normal
Diagrama de fuerza cortante, figura 1-40.

Para encontrar la posicion del cortante igual a cero en el miembro D — C, es decir,
donde el momento es maximo, hacemos

0 = —0.353554x:2 + 5xs — 9.13914
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Al resolver la ecuacion de segundo grado resulta

_ —5+./(5)? — 4(—0.353554)(—9.13914)
s = 2(=0.353554)

= x5, = 2.15674; x5, = 11.9854

Como la solucion debe de estar dentro del intervalo real del miembro [0,5v2m], se
infiere que xg,q = 2.15674m.

11.5753
V(T)
d(m) )
BI C ...............................................
i /’/ v?\{ss
H G
A .
e q‘,” >
(0) ' Vi 5
H /Qr ’Jo)/’
E (e 9\;
o7
A oo CHTPaAERegURAs GTaae N )
”)ng E
GO
an '
Nota: No a escala
2 i 2 2 3 5

Diagrama de momento flexionante, figura 1-4p.

M(T) : ¢
d(m)

(9]

curwa de tercer grado

Nota:No a escala

Un valor maximo del momento en el miembro D — C puede ser hallado sustituyendo
Xs = Xsmax €N la ecuacion de M-.

Mspar1 = —0.117851(2.15674)3 + 2.5(2.15674)% — 9.13914(2.15674) = —9.26423T.m
El otro momento méaximo se determina evaluando Ms en el extremo xs = 5v2m.
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Mymaxz = —0.117851(5v2) + 2.5(5v2)" — 9.13914(5VZ) = 18.7099T. m

La posicion del momento igual a cero en este mismo miembro puede hallarse al
hacer

0= —0.117851x53 + 2.5x5% — 9.13914x;

Como el momento nulo debe estar posicionado en el intervalo real del miembro
[O,Sﬁm], se cumple que una de las tres raices esté dentro del rango de valores
citado; tal raiz puede ser calculada aplicando el método de tanteos. Para ello,
evaluamos el polinomio f(x) = —0.117851x¢> + 2.5x5% — 9.13914x; en el intervalo
mencionado y en donde haya un cambio de signo tenemos una solucién; iteramos

n” veces hasta que nuestra solucién sea exacta o lo mas exacta posible (cuando
f(x) =00 f(x)~0). Los resultados obtenidos se visualizan en la tabla 1-3.

x5 flxs) 4 -4.099 x5 fixs) 4.68 -0.095
0 0 4.1 -3.567 4.6 -0.611 4.69 -0.03
1 -6.756 4.3 -3.015 4.61 -0.547 4.7 0.0354
2 -9.221 4.3 -2.443 4.62 -0.483 4.60 -0.03
3 -8.099 4.4 -1.851 4.63 -0.419 4.691 -0.023
4 -4.099 4.5 -1.24 4.64 -0.354 4.692 -0.016
5 2.0729 4.6 -0.611 4.65 -0.29 4.693 -0.01
6 9,7093 4.7 0.0353 4.66 -0.255 4.694 -0.0039
7.0711 18.7099 4.8 0.68875 4.67 -0.16 4.695 0.0027
Tabla 1-3
“ x5, = 4.695m

Evidentemente el momento también es cero en x5, = 0, es decir, en el punto D.

Diagrama de fuerza normal, figura 1-4q.

B (O A N
N(T)
d(m) )
; 22.5 5
@ N | >
<k |
S |
057 :
A v ) e —
5 Nota: No a escala
i (N 5 i
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Ejercicio 1.5 Fuerzas en las barras de una armadura simétrica.

Instrucciones Calcule las reacciones en los soportes y use el método de los nodos
para determinar las fuerzas internas de la armadura que se observa en la figura
1-5a. Indique si los elementos estan en tensién o compresion.

6k 12k 12k 12k 6k
JA Iy Hw GV Fy
16’

A B C D E,

v v v m
16 4k 16 4k 16 4k 16
Figura 1-5
SOLUCION

Verificacion del grado de indeterminacion

La armadura de este ejemplo es isostatica externamente debido a que se tienen
r = 3 reacciones de apoyo (una horizontal y una vertical en el soporte articulado A,
y una vertical en el soporte simple E), tres equilibrios de equilibrio
QFX =0,>FY =0, > M = 0) y ninguna ecuaciéon de condicion, es decir,c = 0. Por
otra parte, hay b = 17 barras y j = 10 nodos (etiquetados desde A hasta J). Si b +
r=17+4+3 =20y 2j = 2(10) = 20, entonces b + r = 2j. Por lo tanto, la armadura
es isostatica internamente.
Calculo de las reacciones en los apoyos

Las reacciones en los soportes se determinan de la misma forma que en las vigas
y los marcos. Se realiza un diagrama de cargas en el que aparezcan las fuerzas
externas que se aplican a la armadura y las fuerzas reactivas cuyos sentidos deben
suponerse arbitrariamente por ser incognitas. Se orientan los ejes X y Y a lo largo
de las lineas que ofrecen la reduccién de fuerzas més simple en sus componentes
X y Y. Se plantean las ecuaciones de equilibrio y en su caso, las ecuaciones de
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condicion, y se resuelven; se invierte el sentido de cada fuerza que se propuso en
el diagrama cuya magnitud resulte negativa en la solucion de las ecuaciones de
equilibrio. En la figura 1-5b se representa el diagrama de cargas de la estructura.

Y
6k 12k 12k 12k 6k
X
JA Iy Hw GV Fy
16’
Ry 7\ B C D E
—|
A v v v FS
R,y 16 e 16 W 16 4k 16" Ray

Al aplicar las ecuaciones de equilibrio en una secuencia y al emplear los resultados
calculados previamente, se obtiene

a MA=0

12(16) + 4(16) + 12(32) + 4(32) + 12(48) + 4(48) + 6(64) — Ryy(64) = 0

1920
REY = _——64 = REY = BOkT

+TZFY=O=>—6—12—4—12—4—12—4—6+30+RAY=0=>.°.RAY=30kT
+—>ZFX =0=:Ryy =0

Como era de esperarse, al ser todas las cargas verticales, la reaccion horizontal es

nula. Los resultados obtenidos se visualizan en la figura 1-5c; obsérvese que solo

es necesario determinar las fuerzas en la mitad de los elementos debido a la
simetria en la estructura tanto con respecto a la carga como a la geometria.
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6k 12k 1Rk 12k 6k
JA Iy Hw GV Fy
>0
6
16’
(c)
/] 6 0 0
RAX/é 0, $ B c D E
v \ v qu
T 16 4k 16 4k 16 4k & A
| I
R,y = 30k !
Eje de simetria Rgy = 30k

Método de los nodos

Nodo J. Para calcular las fuerzas internas, se empieza con el nodo (junta) /, ya que
en él sélo hay dos fuerzas desconocidas, que es el nUumero maximo de fuerzas
desconocidas que puede haber en un nodo a analizar, asi que también se pudo
haber iniciado con el nodo F. Se representa el diagrama de cuerpo libre del nodo,
figura 1-5d; el sentido de las incégnitas JA y JI se propone arbitrariamente. Los ejes
X — Y han sido orientados de manera horizontal y vertical para mayor facilidad. Se
plantearon entonces, para este nodo, las dos ecuaciones de equilibrio que
corresponden a fuerzas concurrentes en un plano, y a partir de estas ecuaciones
se determinaron ambas fuerzas desconocidas. Una respuesta positiva indica que el
sentido propuesto es correcto, mientras que una respuesta negativa indica que el
sentido que se supuso debe ser invertido. Asi mismo, recuerde que un elemento en

6k
B . +—>ZFX=O:>.°.]I=0
I
N +1 ZFY =0=>-6+JA=0>-]JA =6k (Compresion)
J4

(d)
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compresion “empuja” a la junta y un elemento en tensién “jala” a la junta. Una vez
calculada una fuerza de barra desconocida, deben usarse su magnitud y sentido
correctos (tension o compresion) en los diagramas de cargas de los nodos
subsecuentes. Lo explicado corresponde al algoritmo que debe seguirse para
analizar un nodo.

Nodo 4, figura 1-5e. A continuacion se analiza este nodo, ya que al haber calculado
anteriormente la fuerza del elemento J — A, s6lo quedaban dos incégnitas, las
fuerzas AB y Al.

A = 6k (f) 16°

&
R.. =10 - W
AX .fllfll - A B
16°
[T1
1 4l = /162 + 162 = 16V2Zm
R, = 30k BI 16 1 AB 16 1

smH—:I—m—ﬁ;cosB— I_T\/E_ﬁ
Con base en la figura 1-5f, se han determinado sinf y cos 6 debido a que las
componentes rectangulares horizontal y vertical de la fuerza Al involucran esos
términos, en forma respectiva. Como el caracter (tension o compresién) debe ser el
mismo en los dos nodos que definen el elemento, se observa que la fuerza interna
de la barra A — ] empuja a la junta A tal y como lo hace con J. El analisis se hace
también con las dos ecuaciones de equilibrio correspondientes a fuerzas
concurrentes en un plano.

+TZFY=0=>RAY—A]—AIy:0:>30—6—A1(c059)=0

1 24
24 — Al (—) =02 4] = ———>=- Al = 339411k (Compresion
7z 1 (Comp )
V2

+—>ZFX=O:>AB—AIX=0:>AB—AI(sin9)=0
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L
V2

De forma analoga, se efectla el analisis de cada uno de los nodos restantes.

AB = (33.9411)( ) = AB = 24k (Tension)

Nodo B, figura 1-5g.

+—>ZFX:0:>—BA+BC=0:>BC=BA
BIA
~ BC = 24k (Tension)
P > +TZFY=0=>BI—4=0
BA = 24k B BC
J ~ Bl =4k (Tensién)
4k

(9)
Nodo I, figura 1-5h.

12k

|
|
|
|
w Ic

I4 = 339411k

(h)

+TZFY= 0= —12—IB + Al, — ICy, = 0 = IC(sin§) = —12 — 4 + [A(cos 6)

1 1 8
IC (—) = —16 + (33.9411 (—) = IC =——>=-1C =11.3137k (Tensién
V2

+—>ZFX=0:>IAX+ICX—IH—I]:O:>IA(sin9)+IC(c059)—IH—O=O

1 1
IH = (33.9411 (—) + (11.3137 (—) = IH = 32k (Compresion
( ) 7 ( ) 7 (Comp )
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Nodo H, figura 1-5i.

12k
+- 2 FX=0
o HW &
HI =32k - - HE HI — HG = 0= HI = HG
A
~ HG =32k (Compresion)
HC
+7 Z FY =0
0 HC—12=0=-~ HC = 12k (Compresion)
i
Por lo tanto,

FG=JI=0
EF = JA = 6k (Compresion) EG = Al = 33.9411k (Compresion)
ED = AB = 24k (Tension) CD = BC = 24k (Tension)
DG = BI = 4k (Tension) CG =1C =11.3137k (Tensién)

Los resultados obtenidos se visualizan en la figura 1-5j.

6k 12k 12k 12k 6k
IV 0 N _ 32k HY _ 32k GV 0 Fy
>P 7 ~ 7
A 6 A A
NG \> o
N\ % 2\ >
, “- \' 7 >
> ~ > / z,
O ey o & o N %) =
% A
A
4 \ 4  Z
Rhx =0
N o 24k 24k , 6 o 24k 24k
v v v Pq
16’ 4k 167 4k 16 4k 16 A
R,y = 30k
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Ejercicio 1.6 Fuerzas en las barras de una armadura no simétrica.

Instrucciones  Determine la fuerza en cada elemento de la armadura que se
muestra en la figura 1-6a.

D
€))
6m Figura 1-6
F
e G
" C E
v v
15k 15k 15k
>
4m 4im im
SOLUCION

Verificacion del grado de indeterminacion

Obsérvese que b =11,r =3,j =7y ¢ = 0. Debido a que r — ¢ = 3 se cumple, la
armadura se describe como determinada externamente desde el punto de vista
estatico. Ademas, b+r=114+3=14y 2j=2(7) = 14 conducen a b +r = 2j,
asi que la armadura es estaticamente determinada externamente.

Y

RBYT (b)
D

1:'2:0
/

6m
F
u G
9_ X
Rax — A ¢ E J,
\ 4 A\
15k 15k 15k

4im 4im 4im
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Calculo de las reacciones en los apoyos

Al aplicar las ecuaciones de equilibrio en el diagrama de cargas, figura 1-6b, resulta
+TZFY = O = _15_ 15_15 +RBY = O =0 RBY = 4‘5kT
360
Bz MA =0 = 15(4) +15(8) + 15(12) — Rpx(6) = 0 = Rpy = —— == Rpy = 60k+—

+—>ZFX=O:>RAX—60=0:>:. R,y = 60k—>

Los resultados obtenidos se visualizan esquematicamente en la figura 1-6c¢.

RBY = 45k
N
Roxg 80k I~Ip _ _____
01
D ()
6m
F
03
e 0, 6, 0N G
Ry = 60k— "4 ¢ E
v \ 4
15k 15k 15k
4m im 4m

Método de los nodos

Para calcular las fuerzas en los elementos, no hubo otra opcidbn mas que iniciar con
el nodo G por ser el Unico en poseer dos incognitas, las fuerzas GE y GF. A
continuacion se analizo el nodo F, debido a que al haber calculado anteriormente la
fuerza en el elemento F — E, s6lo quedaban dos incégnitas en este nodo. Después
se paso al nodo E, se siguio con los nodos C y A4, y se concluyo con la junta B, ya
gue conforme se obtenian resultados, se iban utilizando en los diagramas de cuerpo
libre de las juntas subsecuentes.

Un cambio en la orientacion de los ejes X y Y en el nodo F, lo cual puede ser
observado en el correspondiente diagrama, evitd una solucion simultanea de
ecuaciones.
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Las fuerzas internas de la armadura son

Nodo G, figura 1-6e. Con base en la figura 1-6d, se tiene

A B AB FE 6 FE
—_— a0 — = —
AG EG 12 4
(d) —  6(4)
e E = EVE =2m
F
tanf, === -
W 2! ] EG 4
A E 2
< S N 0, = tan”!- = 26.5651°
gm 4m 4
+T2FY=O:GFY—15=O:GF(sin01)—15=0 GE.
A
|
GF(sin 26.5651°) = 15 = GF 1> :
. %) = = =
st sin 26.5651° |
& GF = 33.5410k (Tensién)
<> G
+—>ZFX: 0= GE — GFy = 0= GE — GF(cos6;) =0
GE = (33.5410)(cos 26.5651°) =.. GE = 30k (Compresion) 15k

(e)

Nodo F, figura 1-6f.

/‘+ZFY=0=>—FEY=0

FE(sin6;) = 0 = FE = =:.FE=0

cos 03

\+ZFX= 0
—FD + FG+ FEyx =0= FD = FG + FE(cos 63)

FD = 33.5410 + 0(cos 65)

~ FD = 33.5410k (Tension)

44



CAPITULO 1 ESTRUCTURAS ISOSTATICAS

Nodo E, figura 1-6h. A partir de la figura 1-6g, se obtiene

B
M
\ AB DC 6 DC
b} —_— a0 — = —
G G 12 8
am
—_  6(8)
C—T 4im
g FE 4
Wy z I —
A c E tanez—ﬁ—z
—14 )
P dm - dm - dam - 92=tan 1_45
(9)
EDF

+TZFY=0:—15+EF+EDY=O=>ED(COSHZ)=15+0

ED(cos45°) = 15 = ED = =. ED = 21.2132k (Tensiéon) EDx

cos 45°

+—>ZFX=O:>—EDX+EC—EG=O:>EC=ED(Sin02)+EG

EC = (21.2132)(sin45°) + 30 =.. EC = 45k (Compresion) v

Nodo C, figura 1-6i.

1) FY =0
A
¢D CD —15=0=. CD = 15k (Tensién)
CA © C " CE =45k +_)ZFXZO
1\5fk CA—CE =0=CA=CE =.CA=45k (Compresion)

(i)
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Nodo A4, figura 1-6j.

+—>ZFX=0:>RAX—AC—ADX=0:>AD(c0502) = 60 — 45

ADp e — _
< AD = 1> = AD = 21.2132k (C 6
l. = e = 21. (Compresion)
AE
v
AD, +TZFY=0:>AB—ADY=0:>AB=AD(sin02)
Ry = ﬁﬂk% A AC = 43k AB = 21.2132(sin45°) = AB = 15k (Tensi6n)
)
Nodo B, figura 1-6k.
+_>ZFX:0:>RBX+BDX:0:>BD(C0591):60 Rsvzﬂl-ﬂk
.

> 4 Rz, = 60k
D= 95 265651 =. BD = 67.0821k (Compresion) € $

+1 ZFY = Rgy — BA— BDy = 45 — 15 — BD(sin 6,)
BA = 13&N
= 45 — 15 — 67.0821(sin 26.5651°) = 0 ok

(k)
En la figura 1-61 se muestran los resultados obtenidos.

RBY = 45k
N

Rpx =5 6% > B

6m

>

Rux = 60k—

15k 15k 15k

im 4im 4im
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Ejercicio 1.7 Resolucién de un arco triarticulado parabdlico

Instrucciones El arco de tres articulaciones que se muestra en la figura 1-7a tiene
una forma parabdlica. El arco soporta una carga uniforme distribuida de 3T/m y
tiene las dimensiones indicadas, lo cual hace que sea simétrico. Demuestre que
toda la estructura esta sometida Unicamente a compresion axial.

3T/m
B
@
Figura 1-7
20m
A C
8m 8m
SOLUCION

Calculo de las reacciones en los soportes

Como todo arco triarticulado, el de este ejemplo es isostatico. Para calcular las
reacciones en los soportes, el arco se desmonta y luego se realiza un diagrama de
cuerpo libre de cada segmento, figura 1-7b. La articulacion se ubica en la clave, es
decir, en el punto B. Entonces, se aislan los segmentos A — By B — C. Obsérvese
gue se tienen seis incognitas de reaccion (el sentido de cada una se supone
arbitrariamente), pero como se pueden aplicar las tres ecuaciones de la estatica a
cada segmento, hay seis ecuaciones de equilibrio disponibles. En los diagramas se
indican las resultantes de las cargas distribuidas y su punto de aplicacién de cada
una.
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CAPITULO4 RESOLUCION DE ARCOS ISOSTATICOS

Para determinar las reacciones By y By en la articulacion, tomamos momentos
alrededor de A en el segmento A — B y alrededor de C en el segmento B —C. Las
dos ecuaciones resultantes se resuelven simultdneamente.

Segmento A — B del arco:
E MA = 0= —Rpx(20) — Rgy(8) + 24(4) = 0 = —20Rzx — 8Rgy = =96 — — — (1)

Segmento B — C del arco:

E MC = 0= Rpx(20) — Rpy(8) — 24(4) = 0 = 20Rpx — 8Rpy =96 — — — (2)
A; = (3T/m)(8m) = 24T A, = (3T/m)(8m) = 24T
3T/m 3T/m
\ 2 Yy

Segmento A — B SegmentoB — C

(b)
<> 20m

8m 8
R,y m Rey

Si se despeja Rgy de la ecuacion (1) se tiene

—96 + 20R 5
Rpy =_—83X= 12_§RBX_——(3)

Combinando las ecuaciones (3) y (2) resulta

5 96 + 8(12) 24
ZORBX - 8(12 _ERBX) =96 > RBX = —5 = RBX = ?
20 +8(3)

Reemplazando el valor calculado de Rgzx en la expresion (3) da
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Rgy = 12 5<24)—0
BY — 2 5 -

Dado que se obtuvo una magnitud positiva para Rz, €l sentido de esta reaccion es
el mismo que se muestra en ambas porciones del arco; luego, note como en realidad
Rgy NO existe. A continuacién se determinan las reacciones en los soportes con base
en las ecuaciones de equilibrio de fuerzas.

Segmento A — B del arco:

24 24
+_)ZFX:0:>RAX_?:0:>-'- RAX:?T_V

+TZFY:0:>RAY_24:0:>.'RAY:24T1

Segmento B — C del arco:

+TZFY:O:>RCY_24:0:>.'RCY:24T1

Se dibuja un diagrama del arco completo mostrando los resultados, figura 1-7c; las
reacciones de la articulacion se omiten por anularse entre si.

3T/m

V = (h k) = (8,20)

B
5
y= —Exz + 5x
(c) 7
k=20m

Rux = 24T

AX — ¢ —

5 : A — (010) ;x C
24
1 rh=8m 8m 1
R,y = 24T |Rcy = 24T
X
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Ecuacién que define al arco parabdlico

Se ha elegido al punto A como el origen del sistema de coordenadas, sin embargo,
el lector debe estar consciente de que el origen bien pudo haberse seleccionado en
cualquier otro punto. Por consiguiente, el vértice V, ubicado en B, no esta en el
origen. La ecuacion de una parabola es

(x—h)?=—4p(y —k)——— (@)
Al sustituir h = 8 y k = 20 en la ecuacion (a) se tiene
(x —8)* = —4p(y — 20) — — — (b)
Si se despeja p de la ecuacién (b) se llega a
(x — 8)?
ECEFD R

Reemplazando las coordenadas del origen en la ecuacion (c¢) obtenemos

. (x=-8%*  (0-8)* 64 4
" 4(y—20) 4(0-20) 80 5

Al expandir la ecuacion (b), sustituir el valor calculado de p y despejar y da

4 4
x% —16x + 64 = —4py+80p=>x2—16x+64=—4(§)y+80<§>

16 16
x2—16x+64=—?y+64:>—?y=x2—16x

5 5
2 _ 2
y = 16(x 16x) = 16x + 5x (d)

La expresion (d) es la ecuacion que define al arco parabdlico de este ejemplo.

Funciones de la fuerza cortante, de la fuerza normal y del momento flector

Ya que se han calculado las reacciones en los soportes y se ha deducido la ecuacién
parabdlica del arco, es posible determinar las variaciones de las fuerzas normal N
y cortante V internas, y del momento flector M, en funcion de la posicion x
empleando el método de las secciones. La distribucion de la carga y la geometria
de la estructura no varian, asi que sélo se distingue un Unico segmento, el A — C,
por lo que se efectia nada mas un corte perpendicular al eje del arco para definir
las acciones internas a lo largo de él. La coordenada x con origen en A, es positiva
hacia la derecha y puede usarse para analizar en su totalidad a la regién
mencionada. En la figura 1-7d se proporciona un diagrama de cargas de la seccion
cortada. Los elementos mecanicos actian en su direccion positiva. La fuerza
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resultante A; de la carga distribuida uniforme del corte y su punto de aplicacién x;
se determinan como de costumbre. Légicamente, la fuerza normal, que es tangente
a la curva parabolica en el punto de corte, es perpendicular a la fuerza cortante, y
esta Ultima a su vez, es perpendicular al eje del arco en tal punto considerado. Estas
dos dltimas fuerzas deben descomponerse de manera individual en sus
componentes rectangulares horizontal y vertical.

0<x<16m

A; = @BT/m)(x) = 3x
3T/m AN, = Nsinf

N

_9>NX = Ncos0

———
Vy = Vsinf

v
Vy = VcosO

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
I : 5
éi y=——x%+5x
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

16

R,y = 24T

(d)

La pendiente del segmento cortado en el punto del corte es igual a la derivada.

5
dy_d(—ﬁx2+5x)_5 5 40-5x co
dx dx N 8x_ 8 " ca

tanf =
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Siendo el cociente del cateto opuesto co entre el cateto adyacente ca la definicién
para la tangente de un determinado angulo 8, lo anterior puede ser acomodado en
un triangulo rectangulo como el de la figura 1-7e.

h = /25x2 — 400x + 1664 co = 40 — 5x

0
ca=8

(e)

Se calcula la hipotenusa h a través del Teorema de Pitagoras.

h =/(8)% + (40 — 5x)2 = \/25x2 — 400x + 1664

Ahora, ya es posible determinar los valores en funcién de x de sinf y cosé, los
cuales son utiles cuando se resuelven las fuerzas N y V en sus componentes.

] co 40 — 5x
sinf = — =
h  \25x2 — 400x + 1664
ca 8
cosf = —

h  \25x%2 —400x + 1664

Se aplican las ecuaciones de equilibrio en el cuerpo libre. Tomando momentos
respecto del punto del corte, se calcula el momento interno M.

+ZM te =0 = 24(x) 24( > 2+5> 3(x) M=0=>M=0
corte = = X)——\|\——X X)—X\Z)— = = =

D 5 16 2

A partir del planteamiento de las ecuaciones de equilibrio para fuerzas en las
direcciones horizontal y vertical, se origina un sistema simultdneo de ecuaciones
gue al resolverse proporciona los valores de las fuerzas normal N y cortante VV
internas.

24 24
+—>ZFX=0=>?+NX+VX=O=>?+NCOSQ+VSI:TI9=0

24

: 40 — 5x
v( )+v( )=0---
5 ' \V25x? —400x + 1664/ \V25x? — 400x + 1664

+TZFY=0:>24—3x+Ny—VY=O:>24—3x+Nsin9—Vc059=0

52
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40 — 5x 8
)_V< );0———(11)
V25x2 — 400x + 1664 V25x2 — 400x + 1664

24—3x+N<

Al despejar N de la ecuacion (I) obtenemos

40 — 5x 24
V257 —400x 1 1664) 5
N =— 5 ——— (1D
(\/25x2 — 400x + 1664)
Al combinar las ecuaciones (I1) y (III) resulta
( 40 — 5x ) 24
7 _ 5 40-5
24 — 3y 4 | — —V25x2 — 400x + 1664 ( X )
( 8 ) V25x% — 400x + 1664
V25x2 — 400x + 1664
8
—V( ) =0=>V=0
V25x2 — 400x + 1664

Si se reemplaza el valor calculado de V en la ecuacion (I11) da

40 — 5x ) 24

. (0) <\/25x2 —200x 7 1664) 5 3VZ5x? — 400x + 1664

< : ) :
V25x2 — 400x + 1664

De acuerdo con los resultados obtenidos, se concluye que un arco de forma
parabdlica, con una rétula en la clave y dos apoyos articulados posicionados a la
misma altura, que se somete una carga vertical uniformemente distribuida de
manera horizontal que abarca una longitud igual a la distancia que hay entre apoyo
y apoyo, solo resistira fuerzas a compresion axial. Bajo estas condiciones, el arco
recibe el nombre de arco funicular, porque dentro de él no se generan fuerzas de
flexion ni fuerzas cortantes, ya que como se dedujo, tanto V como M son nulos a lo
largo de la estructura. Un arco de tres articulaciones, tal y como se mencioné al
inicio, es estaticamente determinado, en consecuencia, no se ve afectado por
cambios de temperatura o en el asentamiento. Puede ser construido de concreto,
madera o metal. El lector puede dibujar facilmente el diagrama de carga axial
(cortante) de este ejemplo al evaluar la funcién de N en el intervalo 0 < x < 16my
después graficar los datos.
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Ejercicio 1.8 Resolucién de un arco triarticulado circular

Instrucciones Calcule las reacciones en los soportes y las funciones de las
acciones internas en el arco de forma circular mostrado en la figura 1-8a que soporta
una carga puntual P en B.

(a)
Figura 1-8
SOLUCION
Célculo de las reacciones en los soportes

El arco circular triarticulado es isostatico y ademas simétrico tanto con respecto a la
carga como a la geometria. Para evitar la soluciéon de un sistema simultaneo de
ecuaciones, se aplican las ecuaciones de equilibrio en la siguiente secuencia y se
van usando los resultados calculados previamente.

Arco completo:
P
3 MA:()ﬁP(r)_Rcy(Zr):Oﬁ-'. Rcy:§1

P P
+TZFY:O:RAY_P+E:0$..RAYZEI

Recuerde que el momento en la rétula B es nulo.

Segmento A — B del arco:

P P
DD MB =022 = Rux(r) = 0 . Ry = 5 —
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Arco completo:

P P
+_)ZFX:0:>E—RCX:0:>-°-RCX:E<—

Funciones de la fuerza cortante, de la fuerza normal y del momento flector

En la figura 1-8b se presentan esquematicamente los resultados obtenidos.

P
0 o Roy =—
Ao o= o
x + f}‘ -
S
r P
RCY:E

(b)

El centro de la circunferencia se elige en el origen O de los ejes globales x, y, los
cuales se muestran en la figura en su direccion positiva. Obsérvese como a los
puntos A, B y C les corresponden, de forma respectiva, los angulos de 180°,90° y
0°. Las funciones internas son discontinuas en el punto B debido a que justo ahi se
encuentra aplicada una carga P. Entonces, la estructura debe seccionarse en dos
ocasiones, una en el tramo A — B y otra en el tramo B — C. Se utilizara una sola
coordenada x cuyo origen esta en O y que es positiva hacia adelante y negativa
hacia atras. Al emplear el método de las secciones se tiene

Parte B — C. Se secciona el arco en un punto arbitrario (intermedio en el segmento
B — () a una distancia horizontal x del origen 0, figura 1-8c.
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0°< 8 <90°

Con base en la figura anterior, del triangulo rectangulo inscrito en el cuarto de
circinferencia derecho se deduce

. Y : x
sinf ===y =rsinf cos@ =—=x =rcosb
r r

Note como en el diagrama anterior aparacen las fuerzas normal y cortante internas,
y el momento flector, tanto de la cara izquierda como de la cara derecha del
elemento cortado.

VlXizq = Vlizq (cos6)

<= =
I .
& &M: Vivizg = Viizq(sin)
N
o ¥

1
ho s
'NlYile = Nlizq (COSG)

1
1
1

................ T

(d)
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En la figura 1-8d se representa el diagrama de cuerpo libre correspondiente a la
porcién izquierda.

Ahora veamos las implicaciones del equilibrio estatico del cuerpo libre. Tomando
momentos alrededor del punto del corte, se determina el momento interno M.

P _ P
EZMcorte =0 =>—E(}’)+E(T+x)—P(x)—M1izq =0

P P P
-3 (rsinf) + 3 (r + rcos@) — P(rcosf) — Myjq = 0= Myj5q = E‘r(l — sinf — cos@)

Las fuerzas normal N,;,, y cortante Vy;,, internas se obtienen de resolver el sistema
simultdneo de ecuaciones que se origina al establecer el equilibrio para fuerzas en
las direcciones horizontal y vertical.

P
+TZFY=Oﬁi—P—Vwizq_NlYizq=0

P
ol P —V4izq(SinB) — Nyjzq(cos8) = 0 = Vy;,4(sinb) + Nyjpq(cosf) = — = — — — (1D

P
+—>ZFX =0 =>§_V1Xizq + Nixizg =0

P P
5~ V1izq(€080) + Nyjzq(sin@) = 0 = —Vy;,,(cos0) + Nyj,q(sind) = —7 T~ (2)

Al despejar Vy;,, de forma individual en las ecuaciones (1) y (2) se tiene

P P .
— 5 — Nyjzq(cosB) 5 + Nyjzq(sind)
Vigg = —2 e ©) Viigg = % )
4 sin@ 124 cos@
Al Igualar las ecuaciones (3) y (4) y simplificar resulta
P P . P P
—75 = Nijzq(c0s0) 5+ Nyjzq(sind) 5 Nyjq(cosb) 5 Nyjq(sing)
sinf cosf sinf sinf cosf cosf

N (c059+sin9)_ P( 1 N 1)
129\ sing ' cos@) 2 \sinf ' cos@

sin?6 + cos?0 P /cosf + sinf

P (cose + sin@
2

)= Miizg (D = =

5 ) (sinfcos0O)

sinfcosf sinfcosf sinfcosf

P
Nyizg = 3 (—sin6 — cosH)
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Al reemplazar el valor obtenido de N,;,, en la ecuacion (4) se obtiene

g + g (—sinB — cosO)(sind) p

Viizg = cos0 2

1 sin’@  cosOsind
cosf cosf cos@

P4 (1 - sin®6 fsing) _P 1( 29 Bsind) —P( 0 — sinf)
—2 C059 Sin cosusin —2 C059 coS cosousin —2 cos Sin

Si se quiere evitar la solucién simultdnea de ecuaciones, el equilibrio de fuerzas
puede ser efectuado en las direcciones que coinciden con las lineas de accion de
las fuerzas V,;,4 Y Nyizq. De ser asi, reacciones R,y Y R4y Y la carga P tendrian que
resolverse en sus componentes rectangulares para tales direcciones. Por otra parte,
cabe mencionar que las acciones internas se pudieron haber calculado analizando
la porcion derecha del seccionamiento.

Parte A — B. Se secciona el arco en un punto arbitrario (intermedio en el segmento
A — B) a una distancia horizontal —x del origen 0, figura 1-8e.

90° < 8 <180°

r—(—x)=r+x

(e)

En la figura 1-8f se representa el diagrama de cuerpo libre correspondiente a la
porcidn izquierda y se aplican las ecuaciones de equilibrio en él.
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P P
B Mcorte =0 =>E(T+X)—E()’)—M2izq =0

P P P
3 (r + rcosf) — o) (rsin@) — Myizq = 0 = My;,q = Er(cos@ + 1 —sinf)

VZXLZq - VZqu (Sln(9 - 900))

- Nzylzq Nzlzq(sm(e - 90° ))
\S
Varisg = Vauq(cos(6 = 90° ))b‘ / 1}: 90°
RS

r+x=r+rcos

(f)

P
+_)ZFX =0 :>§+V2)ﬁzq +N2Xizq =0

P
5 + Vaizq[sin(@ — 90°)] + Ny;zq[cos(6 —90°)] = 0

Si se tienen las siguientes identidades trigonométricas
sin(a — b) = sinacosb — cosasinb
cos(a — b) = cosacosb — sinasinb
Entonces,
sin(6@ — 90°) = sin 6 cos90° — cosOsin90°

cos(8 — 90°) = cos 6 cos90° + sinfsin90°
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Puesto que
sin90° =1 c0s90° =0
Se llega a
sin(@ — 90°) = (sin8)(0) — (cosH)(1) = —cosO
cos(8 —90°) = (cos0)(0) + (sinB)(1) = sinb

En consecuencia,

P
3~ V2izq(€050) + Nyizq(sind) = 0 — — — (1)

P
+—>ZFY =0 =>§_V2Yizq + Nayizg = 0

P
5= Vaizglcos(@ — 90°)] + Ny;zq[sin(6 — 90°)] = 0

P
5~ Vaizq(sin@) — Nyizq(cosf) = 0 — — — (27)

Se resuelve el sistema simultaneo de ecuaciones (1) y (2). El despeje de V5;,, en
las ecuaciones mencionadas conlleva a

P . P
-2 Nzizq(SlnH) , 2 Nzizq(cose) ,
Vzizq = —cosO - = (3 ) Vzizq = sinf - (4 )
Al Igualar las ecuaciones (3") y (4") y simplificar resulta
P . P P P
—7 = Naizq(sing) _ 77 Naigg (cosb) L2 Naizg(sin®) 7 Naizg(cost)
—cosf sind cos6 cos6 sinf sinf
N (cos@_l_sine) _P( 1 1 )
220\ 5ing " cos®) ~ 2 \sinB cosO
sin®6 + cos*0\ P <cos€ - sin@) SN, (1) = P (cos@ - sin@) (sinBost)
2izq sinfcos6 ~ 2\ sinfcosh 2120\ = T\ TSinbcos ) 08

P
Nyizq = E(—sinB + cos0)
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Al reemplazar el valor obtenido de N,;,, en la ecuacion (4) se obtiene

P

P .
yo_Z72 (=sinf + cosf)(cosd) P ( 1 cos’d N cos@sinf
2izq — sinf 2 \sinf  sind sinf
Pl 1 Pl 1 p
— =1 _ ~ne2 . _r ) . _F )
=3 <Sin9 (1 —cos“0 + cosHsmH)) > (sin@ (sm 6 + cosGsmH)) 5 (cosO + sind)

A continuacion, en la tabla 1-4 se muestran los resultados que se obtienen al evaluar
en ciertos angulos las funciones de las acciones internas. Luego, el lector puede
graficar los resultados obtenidos y asi obtener facilmente los diagramas de fuerza
cortante, fuerza normal y momento flector del arco.
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0 M |4 N

grados ton.m ton ton
0 0 0.5P -0.5P
30 —0.18Pr 0.18P —0.69P
45 —0.20Pr 0 —0.70P
60 —0.18Pr | —0.18P —0.69P
90 0 +0.5P —0.5P
120 —0.18Pr 0.18P —0.69P
135 —0.20Pr 0 —0.70P
150 —0.18Pr | —0.18P —0.69P
180 0 —0.5P —0.5P

Tabla 1-4







CAPITULO 2
ANALISIS ESTRUCTURAL

Ejercicio 2.1 Método de flexibilidades aplicado a una viga.

Instrucciones Calcule las reacciones en los soportes de la viga doblemente empotrada que se
observa en la figura 2-1a empleando el método de flexibilidades.

P

7 R
2 R

L/2 L/2

Estructura real (ER)

(a)
Figura 2-1

SOLUCION
Verificacion del grado de indeterminacion

En primer lugar debe determinarse el grado de indeterminacion de la estructura real (ER), figura
2-1a, para saber cuantas restricciones hiperestaticas eliminar; ese mismo nimero nos indicara la
cantidad de ecuaciones simultdneas a plantear mas adelante para la resolucién del problema. Con
base en el diagrama de cargas, figura 2-1b, hay r = 6 incognitas de reaccion, las cuales son Ry,
Ruy, My, Rpx,Rpy Y Mg (cabe mencionar que cuando se identifican las reacciones en los soportes,
el sentido de cada una de ellas debe ser supuesto arbitrariamente al desconocerse la magnitud
correspondiente), asi mismo, no se tiene alguna condicién impuesta por la construccién (articulacién
o rétula, conector cortante, etc.), es decir, ¢ =0 . Por otra parte, existen n = 3 ecuaciones de
equilibrio en el plano, queson ¥ M =0, > FX =0, > FY = 0.

P

RAX C ﬂ RBX
2 A
M, L2 L/2 >I My
R

BY
(b)

RAY

A partir de la ecuacion +— Y FX = 0, dado que la viga no esta sometida a cargas horizontales, se
obtiene directamente que R,x Y Rgx son nulas. Por consiguiente, ahora Unicamente se tienen r = 4
fuerzas reactivas y n = 2 ecuaciones de la Estatica. En consecuencia, la viga es estaticamente
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indeterminada o hiperestética de segundo grado ya que r > (n + ¢), puesto que 4 > (2 + 0) con una
diferencia de 4 — 2 = 2.

Eleccion de las reacciones redundantes o fuerzas correctivas

Como la viga es estaticamente indeterminada en grado dos, hay dos redundantes, lo cual significa
que existe tal cantidad de fuerzas en exceso de las fuerzas primarias 0 son sobrantes o
superabundantes de las necesarias para mantener el equilibrio estatico. Las redundantes deben
seleccionarse de tal modo que al suprimirlas de la viga, esta sea isostéatica y estable. Por lo tanto,
para el tipo de vigas doblemente empotradas se cuenta con dos alternativas: 1) eliminar los
momentos reactivos 0 2) retirar un momento y una reaccion vertical con un punto de aplicacién
coincidente.

Basandose en la opcion 2, se opta porque R,y Y M, sean las redundantes, pero tome en cuenta que
de la misma opcidn, las fuerzas correctivas pueden ser Rgy Y Mg, 0 bien, de la opcién 1, se pudo
haber considerado como fuerzas sobrantes a M, y M. Cuando ya se tiene un buen dominio del
método de secciones, es mas facil visualizar la alternativa mayormente conveniente para hacer
menos tedioso el analisis.

Planteamiento de la estructura primaria

Con lo anterior, es posible idealizar una nueva estructura denominada estructura primaria o isostatica
fundamental (EP); como se dej6 entrever previamente, se trata de convertir la viga hiperestéatica en
una isostatica y estable desapareciendo precisamente las redundantes seleccionadas. Siendo asi,
la capacidad de la viga para resistir R,y Y M, se elimina si se quita el empotramiento en A. Esta
estructura liberada forzosamente debe soportar las carga reales, figura 2-1c.

o

L/2 L/

Estructura primaria (EP) = M

(©)

Principio de superposicion

Aqui se esquematiza claramente que la estructura estaticamente indeterminada puede ser igual a la
suma de una serie de estructuras estaticamente determinadas compuesta por la estructura primaria
y otro nimero de estructuras igual a la cantidad de redundantes (ERd;). Por lo tanto, la estructura
real es igual a la adicién de la estructura liberada sometida a: A) las cargas reales, figura 1-c, y B) la
accion individual de cada una de las reacciones redundantes (con un sentido propuesto de forma
indistinta), figuras 2-1d y 2-1e. Para este ejercicio
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ER = EP + ERd, + ERd,

A
A Bk
L/2 L/2

RAY

Estructura liberada con fuerza redundante R,y aplicada (ERd,)

(d)

M, R
CA 2 Bk

L/2 L/

Estructura liberada con momento redundante M, aplicado (ERd,)

(e)

Contrariamente a la viga de la figura 2-1a, las vigas representadas en las figuras 2-1c, 2-1d y 2-1e
experimentan de forma respectiva un desplazamiento vertical o deflexion en 4 (6,,) y una pendiente
o rotacion en A (6,) dado que no hay soporte alguno en ese nodo que los impida.

Suponga que tales deflexiones y pendientes son iguales a una cierta cantidad. Entonces, para la
viga EP se tiene que Oy,,, =d; Y 04, =d,. A su vez, para la viga ERd,; tenemos que

6VAER,11 = Ray(fi1) ¥ QAERdl = R4y (f21). De forma analoga, en la viga ERd,, 5VAERdZ = M,(f12) Y
QAEMZ = M,(f,,). Posteriormente se ofrecera una explicaciéon de la razén por la cual se empled la
nomenclatura citada.

Planteamiento de las ecuaciones de compatibilidad geométrica

Para obtener ecuaciones adicionales que coadyuven a la solucion del problema hacemos uso del
principio de superposicion formulado en el apartado precedente y tomamos en cuenta la
compatibilidad del desplazamiento vertical y la pendiente en el empotramiento A; por lo tanto, las
ecuaciones de compatibilidad para la deflexién en A y la rotacion en A son, respectivamente

Svagr = Ovage + Ovagpa, T Ovagra, —— — €Y
Oagr = Oagp + HAERdl + QAERdZ ---@

Si en la viga ER tanto el desplazamiento vertical como la rotaciéon en A no existen debido a que la
reaccion vertical y el momento reactivo del soporte en A los impiden, entonces 6y, = 04, = 0.

Efectuando las sustituciones correspondientes en las ecuaciones (1) y (2), el
pasa a ser el siguiente:
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0=d; + fi1Ray + fioMy — — — (3)

0=d; + fo1Ray + f2oMy — — — 4

Cada desplazamiento del punto de aplicacién de la accién redundante R; o M; en la direccién de
esta, producido al actuar la carga original sobre la estructura liberada es expresado por d;. Estos en
conjunto se denominan incompatibilidades geométricas porque en la estructura real no ocurren.

Los coeficientes de flexibilidad f;; anteriores conforman la matriz de flexibilidad de la estructura y
pueden calcularse sencillamente si en la estructura liberada aplicamos una carga unitaria
correspondiente a cada fuerza redundante (ECuw;), figuras 2-1f y 2-1g.

R Rpy =0
7 B& m—
X
/2

L/2 L Mp =L

Rpy =1

Estructura liberada con fuerza vertical unitaria aplicada en A (ECu,) = m,

®
, R Rpy =0
1 5 —
x
L/2 L)2 Mp =1
Rpy =0

Estructura liberada con momento unitario aplicado en A (ECu,) = m,

(@

Entonces, directamente de la viga ECu, tenemos que la deflexién y la rotacién en A son equivalentes
de forma respectiva a un determinado valor de 6VAECu1 =fi1Y QAECul = f5,. Asi mismo, para la viga

ECu,, 6VAECu2 =fi2 ¥ QAECuZ = f22-

Célculo de las incompatibilidades geométricas y de los coeficientes de flexibilidad

En resumen, para poder resolver el sistema simultaneo de ecuaciones (3) y (4), el cual nos permite
calcular las redundantes, en las vigas visualizadas en las figuras 2-1c, 2-1f y 2-1g es necesario

66



CAPITULO 2 ANALISIS ESTRUCTURAL

conocer cuanto valen el desplazamiento vertical en A dado que R,y (fuerza reactiva vertical en el
empotramiento del punto A) fue suprimida y la pendiente en A debido a que M, (momento reactivo
en el empotramiento del punto A) fue eliminado.

Los desplazamientos requeridos pueden obtenerse con cualquiera de los métodos apropiados del
analisis estructural; en la presente obra se empleara el método del principio del trabajo virtual (es
lo mas recomendable) y se consideraran Unicamente las deformaciones debidas a la flexion. En
términos generales, este principio indica que debe incorporarse una carga ficticia unitaria sobre la
viga descargada en el punto y en la direccion donde se requiere conocer el desplazamiento. Si debe
determinarse la pendiente, se coloca un momento de par virtual unitario en el punto.

Para asociar a los momentos internos (se obtendran a partir del método de secciones) con las
estructuras, le hemos denominado M a la viga primaria, m, a la viga liberada con fuerza vertical
unitaria aplicada en A y m, a la viga liberada con momento unitario aplicado en A. Es importante
recordar que las coordenadas x a emplear y las direcciones positivas de los momentos internos entre
las tres estructuras recién mencionadas deben ser iguales. En las figuras 2-1c, 2-1f y 2-1g se puede
observar que usaremos Unicamente la coordenada x para determinar la energia de deformacion,
cuyo origen se asocia en A, es positiva hacia la derecha y es valida para 0 < x < L, pero el lector
puede usar otra(s) coordenada(as) distinta(s) que sea(n) correctas(s) para cubrir la longitud de la
viga. Con base en el principio del trabajo virtual, se tiene

L2 Mm, Lz Mm,
dl :6VAEP sz El dx___(l) d2 :9AEP sz El dx___(II)
1 1
Lamm, Lamym,
fi1 =5VAECu1 =J; El dx ——— () fa1 =9A5Cu1 =fL El dx ——— (V)
1 1
Lam,m, Lam,m,
fiz = 5VAECu2 = j de -—=W f22 = QAECuZ = J de -—=WD
Ly Ly

Note que para determinar d, se requiere de la combinacién apropiada de los momentos internos M
y m,; algo andlogo ocurre con las expresiones restantes. En todas las vigas de este libro, EI es
constante.

A continuacion se calculan las reacciones y los momentos internos en las vigas isostaticas de las
figuras 2-1c, 2-1fy 2-1g.

Considere que la funcidon del momento flector sera discontinua en los puntos donde el tipo o la
maghnitud de la carga distribuida cambia, o bien donde se apliquen fuerzas concentradas. La carga
distribuida, asi como la fuerza concentrada, o una de sus componentes, actian perpendicularmente
al eje longitudinal de la viga. Ademas de lo anterior, habra discontinuidad en cada punto donde se
aplique algin momento de par.

Viga EP, figura 2-1c.

Al aplicar las ecuaciones de equilibrio en una secuencia y emplear los resultados calculados
previamente, se obtiene

+—>ZFX=O=>:. Rpx =0
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+TZFY=0=>—P+RBY=0=>.-.RBY=p]

L PL
E MB=O=>—P(E>+MB=O::.MB=7
Se formulan los . Las funciones de momento seran discontinuas en el punto

de aplicacién de la carga P, asi que se requiere de efectuar dos cortes perpendiculares al eje
longitudinal de la viga para definir M a lo largo de la estructura, figuras 2-1h y 2-1i.

(h) M1:0
P
l Ly<x<1
> + Mcorte =
A M, >
L/2 x—1L/2 PL
—M2—P<x——)=0$M2 =—Px+7
X

Viga ECu,, figura 2-1f.

Las fuerzas reactivas en el apoyo empotrado B son resultado de

+—>ZFX=0$~'- RBX=0

+TZFY=0=>~'-RBY=0
E MB=0=>—1+MB=0:.-.MB=1>

Se deduce el . Como no hay discontinuidad de carga, la viga se secciona
ortogonalmente a su eje en una sola ocasion, figura 2-1;.
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0<x<L
E Mcorte =0

M+ (D) =0=>M, =x

)

Viga ECu,, figura 2-1g.

Las reacciones en el empotramiento B equivalen a

+_>ZFX=O$"'RBX=O
+TZFY=O=>1—RBY=0=>:.RBY=1

EZMB=0=>1(L)—MB=O::.MB=L

Se infiere el a partir de la figura 2-1k.

(k)

Obsérvese que la coordenada x seleccionada conlleva a que no haya necesidad de determinar las
reacciones con el fin de encontrar los momentos internos.

Enseguida se presenta el calculo de las

d, = % fo L/Z(O)(x)dx + fL :2 (—px + PZ—L> ()dx

—1fL(P2+PL )d
“El )y X)X
2

11 P PL 1* 1[ P N3\ PL L2 1 7PI3 3PL3 5P[3
=—[——x3+—x2] N L3—(—) v Lz-(-) - (-, -
EIl 3 4" Iy, EI| 3 2 4 2 El 24 16 48E]

d_1
27 FI

fo L/Z(O)(—l)dx + fL : (—Px + %) (—1)dxl
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1 L(P 1>L>d_11>2 PL 1" _1PL2 (L>2 PL(L L)
TE YT 2) YT E R T2y, TE|2 2 2\ 72

1<3PL2 PLZ) PL?

8 4 ) BEI

Ahora se muestra el célculo de los

L

_1J‘L ) )d—lfLZd—1[13]—L3
fin =gy ), @dx =g | xTdx =gt =g

L (M ocndr = -2 [ xa
Zl_ﬁfo(x)(_)x__ﬁ xex = [2 ] T 2EI

_1fL Doy = — L Ld 1[12]L_ 12
= gp) CDWdx = -5 ) xdx= =g p] = og

Obsérvese que como una consecuencia del teorema de Maxwell de los desplazamientos reciprocos,
se cumple que f;, = f>;. De forma mas generalizada, se tiene que f;; = fj;, lo cual hace que mientras
mas grande sea el grado de hiperestaticidad, mas se evita el calculo de varios coeficientes de
flexibilidad.

1 (L 1 L 1
fo2 = EJ(; (- (—Ddx = Efo dx = E[x]lé =Fl

Célculo de las redundantes

Al sustituir los coeficientes en el sistema simultdneo de ecuaciones (3) y se (4) tiene

5PL3+L3R L2M 0 :
48E] ' 3EI'AY 2E1 4T ®)
P12 LZR LM 0 .
gEl  2pl tar Y g Ma= -

Despejando M, de las expresiones (4) y (5) respectivamente, resulta

SPL* LF
AQEFT ~ E7T Ay
M, = ABEI 551 o
T 2FEI

PI? | I?
TBEI T 2B g
L
El

MA=

Igualando (7) con (8) y simplificando da
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SPLE _ L, _PL2 I o
48E] _ 3ET" Y _ " BEI " 2E1"A" _ p —5:-1? _P
12 - L AT AT
T 2EI EI

Si se reemplaza el resultado previamente obtenido en (7), entonces

PL
My=—5 =M, C

La magnitud positiva obtenida tanto para R,, como M, indica que tales redundantes tiene el mismo
sentido que el propuesto para su correspondiente carga unitaria. En caso de haber resultado
negativas, el sentido es opuesto al observado en la figuras 2-1d y 2-1e.

Ecuaciones de equilibrio

Como las reacciones redundantes ya han sido calculadas, los valores de las reacciones
desconocidas faltantes pueden deducirse aplicando las ecuaciones de equilibrio, figura 2-11.

P P
+TZFY:0$E_P+RBY:0$:.RBY:§]

MA=0 PL PL PL Mg =0=~M —PL
N Ma=0= =T+ P () 5@+ My =02 My =

P
PL
Mg = ?
< D
7 X
L/2 L/2
Ray Rpy

0
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Ejercicio 2.2 Método de flexibilidades aplicado a una viga con un
asentamiento en un soporte.

Instrucciones Calcular las reacciones en los soportes de la viga continua que se
muestra en la ilustracion 2-2a cuyo apoyo B sufre un asentamiento de 1.5c¢m.

Datos:

107T
E=2x% F,I = 0.00171m*, = EI = 3.42 » 10*T — m?

o]
[
=

4 lsem C 4\1] Aﬂ

Sm 2.5m 2.5m Sm Sm

L
W
L
W
M
W
e
W
e
W

Estructura real (ER)

(a)
Figura 2-2

SOLUCION

Verificacion del grado de indeterminacion y eleccidon de las reacciones
correctivas

Por inspeccion, al no soportar cargas en la direccion X, las reacciones horizontales
en los apoyos de la viga son nulas; es decir, Ryx = Rgx = Rcx = Rpx = Rgx = 0.

Entonces, la estructura es estaticamente indeterminada de tercer grado. Se
elegiran Rgy,Rcy ¥y Rpy como redundantes. En consecuencia, los soportes
articulados en B, C y D deben ser suprimidos en la estructura primaria.

Principio de superposiciéon

Al aplicar el principio de superposicidn, se tiene que la estructura real es igual a la
suma de las estructuras mostradas en las figuras 2-2b, 2-2c, 2-2d y 2-2e, es decir

ER = EP + ERd, + ERd, + ERds
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20T

RAX:()

|
&

5m 2.5m 2.5m 5m 5m ]

RAY == 12.5T REY = 7.5T

Estructura primaria (EP) = M

(b)

L A

5m 2.5m 2.5m 5m 5m

Estructura liberada con fuerza redundante Ry, aplicada (ERd,)

()

. I

5m 2.5m 2.5m

5m 5m

Estructura liberada con fuerza redundante R, aplicada (ERd,)

(d)

. R

5m 2.5m 2.5m 5m 5m

Estructura liberada con fuerza redundante Ry, aplicada (ERd;)

(e)
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Planteamiento de las ecuaciones de compatibilidad geométrica

Tomando en cuenta la compatibilidad del desplazamiento vertical en los soportes
B, C y D, puede plantearse el siguiente sistema de ecuaciones:

6vgp t OvBpra, t OvBgra, * OvBrra, = OvBgr — — ~ (1)
Svcgp t Ovegrg, T Ovepra, T Ovegra, = Ovepr =~ — (2)
Sypgp T 6VDERd1 + 6VDERd2 + 6VDERd3 = Ovpg, ———(3)

Obsérvese que en la viga real los puntos C y D no experimentan desplazamiento
vertical debido a que las reacciones verticales de sus respectivos apoyos lo
impiden, por lo que dyc., Y Sypgr SON Nulos. Aunque en el punto B también hay
un pasador, existe la condicién de que éste sufre un asentamiento de 0.015m y
como las cargas unitarias se propondran hacia arriba un desplazamiento en ese
sentido se considera positivo, - §yg., = —0.015. Si hacemos las sustituciones
correspondientes y expresamos el sistema de ecuaciones de compatibilidad
geométrica en funcion de las incégnitas obtenemos

dy + fi1Rpy + fi2Rcy + fisRpy = —0.015 — — — (4)
dy + f21Rpy + f22Rcy + fasRpy = 0———(5)
ds + f31Rpy + f32Rcy + fasRpy = 0— — —(6)

Las estructuras visualizadas en las figuras 2-2f, 2-2g y 2-2h auxilian a obtener el valor
de los coeficientes de flexibilidad facilmente ya que sélo soportan una unidad de carga
vertical en B, C y D, respectivamente.

5m 2.5m 2.5m 5m 5m l
Ry, = 0.25

Estructura liberada con fuerza vertical unitaria aplicada en B(ECu;) = m,

(f)
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—) —
ZRA ’ [ i A
1
L 5m 2.5m 2.5m 5m 5m l
RAY = 0.5 REY = 0.5

Estructura liberada con fuerza vertical unitaria aplicada en C(ECu,) = m,

(¢))

5m 2.5m 2.5m 5m 5m
R4y = 0.25 Rgy = 0.75

2
>
J
-1
oo
o
—
e T3
1
1]

Estructura liberada con fuerza vertical unitaria aplicada en D(ECu3) = mg3

(h)

Célculo de las incompatibilidades geométricas y de los coeficientes de
flexibilidad

En resumen, en las vigas mostradas en las figuras 2-2b, 2-2f, 2-2g y 2-2h es
necesario determinar los valores del desplazamiento vertical en B dado que Rgy
(fuerza reactiva vertical en el pasador del punto B) fue suprimida, del
desplazamiento vertical en € dado que R,y (fuerza reactiva vertical en el pasador
del punto C) fue eliminada y del desplazamiento vertical en D dado que Rpy
(fuerza reactiva vertical en el pasador del punto D) se ha quitado.

El orden en el que se calcularan los desplazamientos citados aplicando el método
del trabajo virtual, considerando solo las deformaciones debidas a flexion, se
proporciona enseguida.

L2 Mm, L2 Mm, La Mmg,
dl = 6VBEP = j;l £l dx;dz = 5VCEP = j;l £l dx;d3 = 6VDEP = j;l £l dx
f2mymy f2mym, f2mymj

fin= 5VBECu1 - JL1 El dx; f1 = 5VCECuz - le El ax; a1 = 6VDEcu3 B JL1 El ”
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Lam,m, Lam,m
fiz = 5VBECu1 = El dx; f22 = 5VCECu2 =
Ly Ly

Lamam, Lamam
fiz = 5VBECu1 = El dx; fz3 = 5VCECu2 =
Ly Ly

Se analiza la viga EP, figura 2-1b.

Al aplicar las ecuaciones de equilibrio se obtiene

BZ MA = 0 = 20(7.5) — Rgy(20) = 0 = Rgy = 7.57F

+1 z FY = 0= Ry —20 + 7.5 = 0 > Ry = 12571

2 L2m,ms
gl i fs2 = Ovppeu; = le T
L2m.m
2 3ms
gl i fss = Ovppeu; = le T

Los momentos internos M se obtienen con base en las figuras 2-2i y 2-2j.

Ry = 12.5T

(i)

W

:> M,

W
N
(&%)
Ln
3
W

Sm
Ry =12.5T

o

E

1),

K

' J.'ff:
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M, = 12.5x — 20(x — 7.5) = 150 — 7.5x



CAPITULO 2 ANALISIS ESTRUCTURAL

Viga ECu4, figura 2-1f.

Se calculan las reacciones en los soportes.
Bz MA =0 = —1(5) + Rgy(20) = 0 = Ry = 0.25]
+1 Z FY =0= Ry +1—025=0=: Ry = 0.75]
+—>ZFX:0:>RAX:REX:0

Se deducen los momentos internos m, a partir de las figuras 2-2k y 2-2I.

0<x<5m

: 3 Mcorte =
M,

W

Ry = 0.75
(k)
5m<x<20m
Ry =0 A B DM:
BZ Mcorte =0
1
l - = M, = —0.75x + 1(x — 5) = 0.25x — 5
Ry = 0.75 "

X

0

Viga ECu,, figura 2-1g.

Las fuerzas reactivas en los apoyos son resultado de

BZ MA =0 = —1(10) + Rgy(20) = 0 = Rgy = 0.5}
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+TZFY=0$_RAY+1_05=0::. RAY =051

+_>ZFX:0:>RAX:REX:0

Se proporcionan los momentos internos m,, figuras 2-2ny 2-2ii.

W

10m<x <20m

0<x<10m

: M, Bz Mcorte = 0

Ml = —05x

D~

W

32 Mcorte =0=> M, = —0.5x + 1(x — 10) = 0.5x — 10

Viga ECus, figura 2-1h.

Las reacciones en los soportes son
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+_)ZFX:O$RAX=REX=O

Se muestran los momentos internos ms.

, 0<x<15m
RT:UA! DM‘

W
<
=

Il

|
e
N
o1
=

Ry = 0.25

(0)

15m < x <20m

W
M
W
L
W
M
W

Sm 2.5m 2.5m S

D 1"‘1:

3 Mcorte = 0> M, = —0.25x + 1(x — 15) = 0.75x — 15

Se presenta el calculo de las incompatibilidades geométricas.

7.5
d, = 34200 [f (12.5x)(—0.75x)dx + (12.5x)(0.25x — 5)dx
20
+ f (150 — 7.5x)(0.25x — 5)dxl = —0.066627m
7.5
7.5 10
dy = 5 U (1250(-050dx + | (150 ~750)(~05x)dx

20

+ | (150 — 7.5x)(0.5x — 10)dxl = —0.08909m
10
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15
U (12.5x)(—0.25x)dx + (150 — 7.5x)(—0.25x)dx

7.5

ds = 34200

20
+ f (150 — 7.5x)(0.75x — 15)dx| = —0.058251m
15

Se muestra el calculo de los coeficientes de flexibilidad.

20
fi1 = f (—0.75x)(—0.75x)dx + (0.25x — 5)(0.25x — 5)dx| = 0.002741m
34200 15
1 5 10
f1 = 34200 Uo (—0.75x)(—0.5x)dx +L (0.25x — 5)(—0.5x)dx
20
+ (0.25x — 5)(0.5x — 10)dxl = 0.00335m
10
fa1 = 34200[f (—0.75x) (— 025x)dx+1f (0.25x — 5)(—0.25x)dx
20
+ (0.25x — 5)(0.75x — 15)dxl = 0.002132m
15
le == f21 = 000335m
10 20
for = ( 0.5x)(—0.5x)dx + (0.5x —10)(0.5x — 10)dx| = 0.004873m
34200 10
15
fz2 = 34200[j‘ (—0.5x)(— 025x)dx+—10(05x-—10)c—025x)dx
20
+ j (0.5x — 10)(0.75x — 15)dx| = 0.00335m
15
f13 = f31 = 0002132m
f23 == f32 = 000335m
20
fzz = 34200[j‘ (—0.25x)(— 025x)dx+—15(075x——15)al75x——15)dx

= 0.002741m
Célculo de las redundantes
Al sustituir los resultados en las ecuaciones (4), (5) y, (6) se tiene

—0.066627 + 0.002741Rpy + 0.00335R,y + 0.002132R,y = —0.015 — — — (7)
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—0.08909 + 0.00335Rpy + 0.004873R.y + 0.00335R,y = 0 — — — (8)
—0.058251 + 0.002132Rzy + 0.00335R.y + 0.002741Rpy = 0 — — — (9)
Resolviendo el sistema se obtiene
Rgy = —29.0593, Ry = 50.7592, Rpy = —18.1824

Los signos negativos indican que tales reacciones tienen un sentido opuesto al
propuesto en su respectiva carga unitaria. Por lo tanto,

Ryy = 29.05937)

Rey = 50.7592T T

Rpy = 18.1824T |
Ecuaciones de equilibrio

En el diagrama de la figura 2-2q se visualizan los valores de todas las reacciones
en los soportes de la viga real.

(@)

C %%D A&f
I S

Ry = 50.7592T  Rpy = 18.1824T Ry = 3.022T

|

5m
R,y = 13.4605T

Rgy = 29.0593T

Las reacciones restantes se obtiene de

B MA =0

29.0593(5) + 20(7.5) — 50.7592(10) + 18.1824(15) — Rzy(20) = 0

“Rpy = 3.0227T

+TZFY=O

R4y —29.0593 — 20 + 50.7592 — 18.1824 + 3.022 = 0 == Ryy = 13.4605T'
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Ejercicio 2.3 Método de flexibilidades aplicado a una viga con un asentamiento en
un soporte modelado como resorte helicoidal.

Instrucciones Calcule las reacciones en los apoyos de la viga continua de tres tramos
representada en la figura 2-3a. Sobre el tramo A — B actla una carga de 2k /pie y un error
de construccion desplaz6 al apoyo C 0.06pie por debajo de la posicion prevista. Los
apoyos B y C se modelan como resortes elasticos de compresién o helicoidales; las
constantes de resorte respectivas se especifican en la ilustracion. E e I son constantes
para toda la vigay EI = 276000k — pie?.

2k /pie
A B C D
[T
Kgy = 300k /pie cy = 200k/pie
<I> 0.06pie
30° 40° 20°

Estructura real (ER)

(a)
Figura 2-3
SOLUCION
Verificacion del grado de indeterminacion y eleccién de las reacciones
redundantes
2k /pie
RAX
A B C D
IRAY KBY = 300k/ple cy = 200k/ple
(1)006 ie |
Rpy P
30° 40° Rer 20°
(b)

Las reacciones en los soportes han sido debidamente identificadas, figura 2-3b.
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Como la viga no soporta alguna fuerza horizontal, directamente de suma de fuerzas en la
direccion X se obtiene que R4y = 0.

Entonces, la viga es estaticamente indeterminada de segundo grado. Se Seleccionan
como redundantes las reacciones de los soportes modelados con resortes helicoidales.

Principio de superposicion

Por superposicion, la viga real (ER) es igual a la suma de las vigas observadas en las
figuras 2-3c, 2-3d y 2-3e:

Rax =0 l
—)
EAY =50k 5o 40’ 20°

RDY = 10k

Estructura primaria (EP) = M

()

ER = EP + ERd, + ERd,

AT A

30° 40’ 20°

Estructura liberada con fuerza redundante Ry, aplicada (ERd,)

(d)

AA B Rcylc @D

30° 40’ 20°

Estructura liberada con fuerza redundante R, aplicada (ERd,)
(e)
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Planteamiento de las ecuaciones de compatibilidad geométrica

Tomando en cuenta la compatibilidad del desplazamiento vertical tanto en el soporte B
como en el C, puede plantearse el siguiente sistema de ecuaciones:

Ovppp T 5VBER,11 + 6VBERd2 = 8ygpr —— — (1

Svcgp t Ovegrg, T Ovepra, = Ovegr =~ (2)

Obsérvese que en la viga real (ER) el punto B, debido al resorte helicoidal, experimenta
un desplazamiento vertical opuesto a su fuerza reactiva que equivale a ésta Ultima entre
su correspondiente constante de resorte. Algo analogo ocurre en el punto D, pero ademas
ahi se ha impuesto un desplazamiento vertical hacia abajo de 0.006 pies.

Las redundantes se han propuesto hacia arriba, por lo que las cargas unitarias para la
estructura liberada también tendran esa direccion; ello indica que estamos adoptando una
convencioén de signo en la que un desplazamiento hacia arriba se considera positivo. Por
todo lo anterior, el desplazamiento vertical en el punto B de la viga real equivale a

— _Rey i - i — _Rev
SvBrp = . y el desplazamiento vertical en el punto C es igual a dy¢,, = Koy 0.06.

Si hacemos las sustituciones correspondientes y expresamos el sistema de ecuaciones
de compatibilidad geométrica en funcion de las incognitas obtenemos

RBY
di + fi1Rpy + fizRey = A 3)
BY
_ RCY
dy + f21Rpy + f22Rey = _K_ —0.06———(4)
cY
Al agrupar términos semejantes se tiene
1
dy + (fll +K_)RBY + fi2Rey =0———(5)
BY
1
dy + fa1Rpy + (fzz + K_) Rey = —0.06 — — — (6)
cY

Las siguientes estructuras, figuras 2-3f y 2-3g, auxilian a obtener el valor de los coeficientes
de flexibilidad facilmente ya que sélo soportan una unidad de carga vertical en B y C,
respectivamente.
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— x B C b
1
Ray = 0.6667l< 30° 40 20 >lRDY = 0.3333

Estructura liberada con fuerza vertical unitaria aplicada en B(ECu,) = m,

(f)

=

C D
1
Ray = 0.22221 30° 40 20 >lRDy = 07778

Estructura liberada con fuerza vertical unitaria aplicada en C(ECu,) = m,

(9)

Calculo de las incompatibilidades geométricas y de los coeficientes de flexibilidad

En resumen, en las vigas de las figuras 2-3c, 2-3f y 2-3g es necesario determinar los
valores del desplazamiento vertical en B dado que Rgy (fuerza reactiva vertical en el
resorte helicoidal del punto B) fue suprimida y del desplazamiento vertical en € dado que
R.y (fuerza reactiva vertical en el resorte de compresién del punto C) fue eliminada.

El orden con el que se calcularan los desplazamientos citados aplicando el método del
trabajo virtual considerando sélo las deformaciones debidas a flexion, se proporciona en

seguida.

La mm, L2 Mm, Lamym,
dl = 6VBEP = j; El dx;dz = SVCEP = f £l dx;f11 = 6VBECu1 = Ll £l dx

1 Ly

L2mym, L2m,m, L2m,m,
fo1 = 5VCECu1 = El dx; fiz = 5VBECu2 = £l dx; fo, = 5VCECu2 = El
Ly Ly Ly

Viga EP, figura 2-3c.
Se calculan las reacciones en los apoyos.
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1
Bz MA =0 = 2(30) (E (30)) — Rpy(90) = 0 == Rpy = 10k]
+1 ZFY =0 Ry — 2(30) + 10 = 0 == Ry = 50k

+—>ZFX =0=: Ry =0
Los momentos internos M, figuras 2-3h y 2-3i, son

2k fpie

3 Mcorte =
W > M;

= W
— 1 LY

W

bW W W W M
A B : B Mcorte =0

™ & EI
=
1
wn
=
=
w
=
W

1
M, = 50x — 2(30) (x - E(BO)) =900 — 10x

M
W

x

(i)

Viga ECu,, figura 2-3f.

Se muestra el célculo de las reacciones en los apoyos.
BZ MA = 0 = —1(30) + Rpy(90) = 0 =+ Rpy = 0.3333]
+1 ZFY =0=—Ryy+1—-0.3333 =0~ Ryy = 0.66671

+_>ZFX:O:RAX=O
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Se deducen los momentos internos m,, figuras 2-3jy 2-3k.

0'<x<30
Ry =0 : "
A‘A B B Mcorte =
. M, = —-0.6667x
R4y = 0.6667
()
R =0 ) 300<x <90
— 1 e : z
A D I ) + Z Mcorte =
l< 30° - M, = —0.6667x + 1(x —30) = 0.3333x — 30
Ry = 0.6667 .
(k)

Viga ECu,, figura 2-3g.

Se determinan las reacciones en los apoyos.
BZ MA =0 = —1(70) + Rpy(90) = 0 =~ Rpy = 0.77781

+_)ZFX:O:RAX:O
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Se calculan los momentos internos m,, figuras 2-3l'y 2-3m.

0'<x<70
R.-t?.’ =0 : "
—‘ 1
A" B Mcorte =
M, = —0.2222x

R

()

70" < x <907

RL:PAA B cll : Mz (m)

30 40

e
-

W
e

x o
e -

B Mcorte = 0> M, = —0.2222x + 1(x — 70) = 0.7778x — 70

Se proporciona el calculo de las incompatibilidades geométricas.

90

30
l (50x — x?)(—0.6667x)dx + (900 — 10x)(0.3333x — 30)dx
0 30

4 = 576000
= —1.46753pies

1 30 70
J (50x — x2)(—0.2222x)dx +f (900 — 10x)(—0.2222x)dx
000 (J, 30

dz 276

90
+ (900 — 10x)(0.7778x — 70)dxl = —0.875511pies

70
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Se presenta el calculo de los coeficientes de flexibilidad.

90

f (—0.6667x)(—0.6667x)dx + (0.3333x —30)(0.3333x — 30)dx
30

fll

276000
= 0.043487pies

70

1 30
fa1 = 552505 UO (—0.6667x)(—0.2222x)dx + | (0.3333x — 30)(—0.2222x)dx

30
90

+ (0.3333x — 30)(0.7778x — 70)dxl = 0.027377pies

70

fiz = fo1 = 0.027377pies

90
f (—0.2222x)(—0.2222x)dx + | (0.7778x — 70)(0.7778x — 70)dx

70

fo2 = 276000[

= 0.026296pies

Célculo de las reacciones redundantes

Al expresar en forma matricial el sistema de ecuaciones de compatibilidad se tiene

1
<d1) s fi1 + ?1 fi2 \ Roy\ 0 -
d 1 (R ) B (—0.06) o
2 fa1 faz + s <
Sustituyendo los resultados en la expresiéon (7) y resolviendo se obtiene
0.043487 ! 0.027377
( ~1.46753 ) - *300 : <R3y> B ( 0 )
— 1 -\ _
0875511 0.027377 0.026296 + — | “Ker 0.06
200
1 -1
B 1 — T\ -
Rcy 0.027377 0.026296 + —— 0.06 0.875511 2.78584

200
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Por lo tanto,

Rey =329728k] vy Rey = 2.78584k]

Ecuaciones de equilibrio

Las reacciones restantes se obtienen de
1
B MA =0 = 2(30) <§ (30)) —32.9728(30) + 2.78584(70) — Rpy(90) = 0 == Rpy = 1.1758kt

+1 ZFY = 0 = Ry — 2(30) + 32.9728 — 2.78584 + 1.1758 = 0 = Ry = 28.6372k]

En el diagrama de la figura 2-3n se visualizan los valores de todas las reacciones en los
soportes de la viga real.

2k /pie

R,y =10 J
— | W

D
fi.',:ﬁ': :Uﬂkln"'pfﬁ

']v\ 0.06pis IRD!’ =1.1758k

R = 28.6372k
R, = 32.0728k < i :
= S
- o n -
307 40 20

W
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Ejercicio 2.4 Método de flexibilidades aplicado a un poértico con un
asentamiento en un apoyo.

Instrucciones Calcule las reacciones de los apoyos de la estructura plana descrita
en la figura 2-4a correspondientes a la carga y perturbacién del apoyo D
indicadas; esta Ultima corresponde al asentamiento de 0.50 pulgadas que
experimenta el poyo derecho. La estructura esta empotrada en los puntos Ay D, el
momento de inercia de la viga es el doble del momento de inercia de las
columnas, el modulo de elasticidad es constante y se sugiere que se consideren
Unicamente las deformaciones por flexion.Utilice E = 30000k /pulg?; 1 = 200pulg*.

lz a4k

.'\
B Iy =2 ¢
&
I.=1
12k 10
—
I.=I
D v
E : H
e
ﬂ.S”I
LT g
b A v
ey
. & B

Estructura real (ER)

(a)
Figura 2-4

SOLUCION
Verificacion del grado de indeterminacion

En esta estructura hay seis incognitas de reaccion, tres en cada empotramiento,
es decir, r = 6(Rux; Ray; My; Rpx; Rpy; Mp); debido a que no hay condiciones
impuestas por la construccion, ¢ =0. Ademéas, estda conformada por
m =3(A—B;B—C;D — C) miembros y el nimero de nodos es j = 4(4;B;C; D).
Como 3m+r>3j+c ya que 3(3)+6>3(4)+0=15>12, el marco es
estaticamente indeterminado en tercer grado (15 — 12 = 3).
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Eleccion de las reacciones redundantes y planteamiento de la estructura
primaria

De acuerdo al grado de hiperestaticidad, tres acciones son redundantes; por
conveniencia se escogen las tres reacciones del empotramiento derecho, punto D.
En consecuencia, la estructura se libera suprimiendo el empotramiento en D. Con
esta modificacion queda definida la estructura primaria, la cual soporta las mismas
cargas externas que la estaticamente indeterminada, figura 2-4b.

12k 10

M, = 252k.pie

/ ! ; 7 "Ry = 12k
Ray = 24k & o

Estructura primaria (EP) = M

(b)

Principio de superposicion

La estructura real es igual a la suma de la estructura liberada bajo la acciéon: A) de
las cargas originales y B) de cada una de las reacciones redundantes por

separado.
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Planteamiento de las ecuaciones de compatibilidad geométrica

El asentamiento en el apoyo D es

1pie )
—0.5pulg (12pulg> = —0.041667pies
y tiene un valor negativo porque la carga unitaria correspondiente a la redundante
Rpy se propondré hacia arriba y ello definird una convencién de signos en la que
los desplazamientos con esa direccion sean considerados positivos. De acuerdo a
lo que se ha venido estableciendo en los ejercicios anteriores de flexibilidades, las
incognitas pueden calcularse directamente formulando el siguiente sistema en el
que por superposicion se establece una ecuacién de compatibilidad para los
desplazamientos vertical y horizontal, y la rotacion, todos en D, en ese orden.

dy + fi1Rpy + fi2Rpx + fizMp = —0.041667 — — — (1)
dy + f21Rpy + f22Rpx + f23Mp = 0 — — — (2)
ds + f31Rpy + f32Rpx + f33Mp = 0 ———(3)

Para el calculo directo de los coeficientes de flexibilidad f;; se analizara la

estructura liberada bajo la accién individual de una unidad de cada reaccion
redundante, figuras 2-4c, 2-4d y 2-4e.

] 20 x5 ¢
!
10°
Xa i
15 I
Ay D
1
5
M, =12
A A—
77 Rax=0
Ry =1 >

Estructura liberada con fuerza vertical unitaria aplicada en D(ECu;) = m,

(©)
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A

B 21 C
jl -
10
Xzl
15 I
axy D
1
5
Mg=5
# ; A:
4 Rix=1
12
Ray =10

Estructura liberada con fuerza horizontal unitaria aplicada en D(ECu,) = m,

(d)

10

157

Axy 1 @

Ry =

Ry =0

Estructura liberada con momento puntual unitario aplicado en D(ECu3) = m4

(e)
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Célculo de las incompatibilidades geométricas y de los coeficientes de
flexibilidad

En particular, debe calcularse el desplazamiento que experimenta el punto D en la
direccion de la linea de accion de las reacciones redundantes en cada caso de
carga de la estructura liberada. Se aplicar4d el método del trabajo virtual para
calcular los desplazamientos y las pendientes.

L2 Mm, L2 Mm, L2 Mm,
dl =6VDEP = i El dx;dz =AHDEP= i El dx;d3 =0DEP = ’ El dx
1 1 1
Lamom, Lamym, Lamymg

f11 — 6VDECLL1 = —[LI £l dx;le = AHDECulz _];1 El dx;f31 - QDECu1 B 1;41 El -

-5 _jLzmzmld —A _szmzmzd _ 9 _fLZmzmsd
f12— VDECu, — L El x,fzz— HDECup — L El X:f32— DECu, — L El X

-5 —jLszmld _ A _szmzmzd _ 9 _fLZmzmzd
f13— VDECus — L El x,f23— HDECu3 ™~ L El X:f33— DECugz — L El X

Se considerara el Teorema de Maxwell de los desplazamientos reciprocos para
establecer que f;; = fj;.

Al calcular los momentos internos, se usaran las coordenadas x,,x, y x; que se
observan en las figuras precedentes, pero el lector puede usar otras que sean
validas para cubrir todas las regiones de cada miembro del marco.

Marco EP, figura 2-4b.

Las reacciones en los soportes son

+_)ZFX:0$12_RAX:0$-- RAX: 12k-
+TZFY=0:>RAY—24=O:>.'.RAy:24kI

3 MA=0=24(6) +12(9) — M, = 0 = M, = 252k.pie>
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Se deducen los momentos internos M, figuras 2-4f hasta 2-4.

Miembro A — B.

Ny

Mll

M, = 252k.pie

1

3 Mcorte =

—My +12(x;) — 252 =0

X4

__
Rax = 12K M, = 12x, — 252
Ry = 24k
®
N,
6_—'[.?:
9°<x; <15
12k
3 Mcorte =
—M, +12(x;) —12(x; —9) — 252 =0 X

M, = 12x, — 12(x; — 9) — 252 = —144

M, |= 252k.pie
—
Ruy =12k
Rﬂy: 24k
Miembro D — C.
(¢);
N3
5
G_FVE 0<x,<10
(h)
- 3 Mcorte =0=> M; =0
D W
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Miembro C — B.
0<x3<6
3 Mcorte =
M4 = 0
lzam
Mg
NS_ I

10°

X3

1),

Marco ECu,, figura 2-4c.

Las reacciones en los soportes son

M,
Nq_
c

A

6,Sx3 <12’

32 Mcorte =0

Ms + 24(x; — 6) =0

Ms = 144 — 24x;,

+_)ZFX:0:RAX:O

+TZFY:O:—RA}/+1:0$..RAY:11

BZMA =0=>M,—1(12) = 0>~ M, = 12)
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A partir de las figuras 2-4k, 2-4l y 2-4m, se determinan los momentos internos m;.

Wi

Miembro A — B. M, I
Cl—n
Xy
0< X1 < 157
32 Mcorte =0=> M, =12
R,u'=1
(k)
Ve
Miembro D — C.
‘WE T
C v 0<x, <10

() e,
i BZMcorte=0=>M2=0

1|
p»M;

N.

3 ) c
Miembro C — B. V3'

3 Mcorte =

M3_1(x3):O:M3:X3
D

< Xq E"'l

(m)

Marco ECu,, figura 2-4d.

Las reacciones en los soportes son

+_>ZFX:O$_RAX+1:0::'RAX:1_
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BZMA = O = _MA+ 1(5) = O =0 MA = 5>

Con base en las figuras 2-4n, 2-4i y 2-40, se formulan los momentos internos m,.

N, Miembro A — B.

M, 0 < X1 < 15,
C —P’l

)Z Mcorte =0

—M1+1(X1)_5=0$M1=x1_5

.EVZ
Miembro D — C. I
M,
0<x, <10 e "
(i)
3 Mcorte =0 2
—M, —1(x) = 0= M, = —x, —
1
N | g M
"- c
Vy Miembro C — B.
< x. <12’
©) . 0<x;<12
3 Mcorte =0
D M, —-1(10)=0=> M, =10
: 3 — 1(10) 3
>
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Marco ECus, figura 2-4e.

Las reacciones en los soportes son

32MA=0:>MA—1=0:>.-.MA=1>

Se determinan los momentos internos m; empleando las figuras 2-4p, 2-4q y 2-4r.

Ny Miembro A — B.

(@)

M,
Nzg
C
Vs
Miembro C — B.
0<x3<12
(r 10°
3 Mcorte =0
1G M3_1:O:M3:1
- =

100



CAPITULO 2 ANALISIS ESTRUCTURAL

De acuerdo a los datos, para las columnas se tiene que

1pie)?
El. = EI = (30000k /pulg?®)(200pulg*) = 6000000k. pulg? <L>

(12pulg)?®
= 41666.6667k. pie?

mientras que para la viga tenemos
El, = EQ2I) = 2EI = 2(41666.6667k.pie?) = 83333.3333k.pie?

Se muestra el calculo de las incompatibilidades geométricas.

15

j (12x; — 252)(12) dx; + (-144)(12) dxl) +

4 = 11666.6667 ( o

10

m( OO dx2> N

6 12
m(fo (0)(x3) dx3 +f6 (144 — 24x35)(x3) dx3> = —0.813888pies

15

j (12x; — 252)(x; — 5) dx, + (—144)(x; — 5) dx1> +

% = 11666.6667 < 0

41666. 6667<f 0= xZ)dx2>

6 12
83333.3333 <j0 (0)(10) dx; +L (144 — 24x3)(10) dx3> = —0.158112pies

41666.6667 <f 1) dxz)

6 12
833333333 (fo (0)(1) dx; +L (144 — 24x3)(1) dx3> — —0.068688rad

Se presenta el calculo de los coeficientes de flexibilidad.

= sizgneer| | 202 )+t ([ @@ dx ) +
117 41666.6667 \ J, 1) T 41666.6667 \ ), 2
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1 12
m( f (x3) (x3) dxs) = 0.058752pies
’ 0
1 15 1 10
s = ez, 190 =900 )+ e (], O+
1 12
m( f (x3)(10) dx3> = 0.01944pies
' 0

f31 = 11666, 6667([ (12)(1”’“1) 41666. 6667([ = 1)de>

12
m( fo (x3)(1) dx3> = 0.005184rad

f12 = f21 == 001944}9165

15
for = f (r1 — 5)<x1—5>dx1> f (—x)(= xz)dxz>

41666.6667 ( 41666.6667 <

12
—— (| (10)(10) dx; | = 0.0314pi
83333.3333([0 (10)(10) x3> pres

1 15 1 10
f32=—41666.6667<jo (xl_5)(1)dx1>+—41666.6667<f0 (—xZ)(—l)dx2>+

12
m(fo (10)(1) dx3> = 0.00354rad

fiz = f31 = 0.005184pies

f23 == f32 = 000354pl€$

15 10

fz3 = (D) dx1> + DD dxz) +

41666.6667( 0 41666.6667< 0

1

12
m( JO (L) dx3> = 0.000744rad

Calculo de las reacciones redundantes
Sustituyendo los resultados en las ecuaciones (1), (2), (3) da

—0.813888 + 0.058752Rpy + 0.01944Rpx + 0.005184M,, = —0.041667 — — — (4)

102



CAPITULO 2 ANALISIS ESTRUCTURAL

—0.158112 + 0.01944Rpy + 0.0314Ry + 0.00354Mp = 0 — — — (5)
—0.068688 + 0.005184Rpy + 0.00354Rx + 0.000744M, = 0 — — — (6)
Resolviendo el sistema resulta
Rpy = 11.2287,Rpyx = —7.5589, M}, = 50.0495
Rpy = 11.2287k% Rpy = 7.5589k 4mm Mp = 50.0495k.pie>
Ecuaciones de equilibrio

Con los resultados obtenidos se dibuja un diagrama de cuerpo libre y al aplicar las
ecuaciones de equilibrio se obtienen las fuerzas reactivas restantes, figura 2-4s.

lz4k

B 21 C
&
I
12k 10
—
(s)
I
. D
9
asentamiento de O'SH\Tz Mp = §0.0495k. pie
Sem—
RDR’ = ?.5589&:
M, =|29.4116k. pie 5
Rpy = 11.2287k

;74—5!M = 44411k

Ifﬂ =12.7713k
6 6

> 2 FX=0=12—-7.5589 — Ryy = 0 = Ryx = 44411k ¢=m

+1 Z FY =0 = —24 + 11.2287 + Ryy = 0 == Ry = 12.7713k{
3 MA =0 = 12(9) + 24(6) — 7.5589(5) — 11.2287(12) — 50.0495 — M, = 0
M, = 29.4116k.pie®)
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Ejercicio 2.5 Método de la rigidez matricial aplicado a una armadura en 2D.

Instrucciones  Empleando el método de la rigidez matricial, calcule las reacciones
en los soportes y la fuerza en cada uno de los elementos de la armadura mostrada
en la figura 2-5a. La seccion transversal de los elementos 1,2, 3,4 y 5 es rectangular
con un ancho de 30cm y una altura de 40cm, mientras que la seccion transversal de
los elementos 6,7 y 8 es cuadrada de 40cm por lado. EI modulo de elasticidad para

. T
todas las barras es el de las maderas duras, es decir, 2.1 * 10° —

4 3
— 5T
o 6T
>
1
[T
3m g% 2m
(@
Figura 2-5
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SOLUCION
Notacion

Cuando una estructura se va a analizar empleando el método matricial de la rigidez,
se requiere de la subdivision de esta en una serie de elementos finitos discretos e
identificar sus puntos extremos como nodos. Sise trata de una armadura, las barras
o elementos que la componen representan los elementos finitos y los nodos son
equivalentes a las juntas.

Cada elemento y cada nodo se identifican arbitrariamente mediante un namero
encerrado en un cuadrado y un nimero dentro de un circulo respectivamente, y los
extremos lejano F (del inglés Far) y cercano N (del inglés Near) de cada elemento
se simbolizan en forma arbitraria con una flecha a lo largo del mismo cuya punta o
cabeza se dirige hacia el extremo alejado. Se establece un sistema de coordenadas
globales con un origen que puede situarse en cualquier punto; generalmente se
usan los ejes x (horizontal) y y (vertical) cuya direccion positiva tiene un sentido
hacia la derecha y hacia arriba de forma respectiva.

Hay dos grados de libertad o dos posibles desplazamientos por nodo de armadura,
los cuales individualmente se especificaran a través de un nimero de cédigo y seran
referenciados mediante una flecha de color azul orientada en su direccién
coordenada global positiva.

Los desplazamientos incognita deben codificarse numéricamente primero, puesto
que, como se vera mas adelante, cuando se formule la matriz de rigidez de la
estructura y se seccione, esto nos proporcionara la manera mas directa para hallar
sus valores. En general, en un nodo donde no haya algun soporte, los
desplazamientos horizontal y vertical son desconocidos. Por su parte, en un apoyo
simple o rodillo sélo se genera una reacciébn que es una fuerza que actda
perpendicularmente a la superficie en el punto de contacto, asi que tal tipo de
soporte es capaz de no permitir el desplazamiento en la direccion de su reaccion,
pero incapaz de impedir el desplazamiento perpendicular a la direccion de su fuerza
reactiva en su nodo de aplicacion. En tanto, un apoyo articulado, pasador o bisagra
no permite los desplazamientos horizontal y vertical en su nodo de ubicacion debido
a las fuerzas reactivas surgidas en tales direcciones. Cabe mencionar que los
argumentos para el apoyo en turno son validos si a este no se le impone un
desplazamiento inicial como lo puede ser un asentamiento.

Ahora se aplica el algoritmo anterior a este ejercicio. Notese en la figura 2-5b que la
armadura se compone de ocho elementos y se ha usado la numeracion
predeterminada en ellos, aunque bien pudo haberse utilizado otro orden al
numerarlos. Se han trazado flechas a lo largo de los ocho elementos para nombrar
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a los nodos cercano N y lejano F del elemento; desde luego, esta asignacion se
hizo arbitrariamente, por lo que el lector puede elegir un sentido opuesto en alguna,
algunas e incluso todas estas flechas.

Dado que hay cinco nodos en la armadura (numerados también en un orden
indistinto, el lector puede usar otra numeracion), se tienen diez desplazamientos
posibles a los que se les han destinado cddigos del 1 al 10; los codificados desde
el 1 hasta el 7 representan desplazamientos cuyo valor se desconoce puesto que
no estan restringidos o estan permitidos, mientras que del 8 al 10 representan
desplazamientos que se sabe con exactitud cuanto valen ya que estan restringidos;
dadas las restricciones de los soportes, estos ultimos tres desplazamientos estan
impedidos. El origen de los ejes x,y se asocia en (1), debido a que de ese modo
todos los nodos tendran coordenadas positivas.

y
5 4
\ 6
® |03 4 4 @ a3 [3 @T (,3)
5 > 5T

s =

—
o / 6T
> \
1
—

10 8
@ 9 7 X
(0,0)
U -
(b)

A continuacion se analiza la secuencia en la que se numeraron los grados de
libertad. Nodo a nodo fue observado con detenimiento. En las juntas 3), @)y (5), al
haber ausencia de soporte, las dos componentes de desplazamiento son incégnitas.
Luego, debido a que en (2) se posiciona un apoyo simple y por la forma en la que
esta orientado dicho apoyo, en ese nodo el desplazamiento horizontal se desconoce
y el desplazamiento vertical se sabe que es nulo. Por ultimo, la presencia de un
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apoyo articulado en (1) hace que tal nodo esté limitado por el desplazamiento. Una
vez que se detectaron los desplazamientos desconocidos, se numeraron al azar. En
seguida, los desplazamientos conocidos también fueron numerados con un orden
indistinto, posterior a su debida identificacion.

Finalmente, las coordenadas x,y de cada nodo se referencian por nimeros entre
paréntesis adyacentes a los mismos.

Cosenos directores y matriz de rigidez global para cada elemento

Como ya se mencion0, para el sistema de coordenadas globales se considera la x
positiva hacia la derecha y la y positiva hacia arriba. Por otra parte, cada elemento
tiene un sistema coordenado propio o local, el cual se usa para especificar el sentido
de sus desplazamientos y sus cargas internas. Este sistema es definido a través de
los ejes x’,y” con el origen en el nodo cercano N y el eje x” coincidiendo con el eje
longitudinal del elemento y sefialando hacia el extremo alejado F.

La matriz de rigidez en coordenadas locales k’; de un elemento i puede
determinarse con esta ecuacion:

, AE/ 1 1
ki=—( ) @-1
donde
A = &rea de la seccion transversal del elemento.

E = moédulo de elasticidad del elemento.

L = longitud del elemento.

Los cuatro elementos que conforman la matriz anterior se denominan coeficientes
de influencia de la rigidez del elemento.

Para hacer compatibles las matrices de rigidez de los elementos, estas deben
transformarse del sistema local al global, lo cual significa que la ecuacion 2 — 1 no
se ocupara a la hora de la resolucion del ejercicio.

’

Los angulos mas pequefios entre los ejes x, y globales positivos y el eje local x
positivo se designan como 6, y 6,. Los cosenos de esos angulos se denominan

cosenos directores y se evallan con las siguientes ecuaciones:
Xp — XN Xp — XN
L Vg —xn)? + (7F — yn)?
107
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Yr— YN _ YrF— YN
L \/(XF —xn)% + (yp — yn)?

Ay, = cosb,, = (2-3)

donde
Xy, Yy = coordenadas x,y del extremo cercano N del elemento en turno.
X, Yr = coordenadas x,y del extremo lejano F del elemento en turno.

L = longitud del elemento.

La expresion matematica para calcular la matriz de rigidez en coordenadas globales
k; de un elemento i, la cual tiene la propiedad de ser simétrica, es

Ny N, F, F,

/ 2 Ad, A2 —Ax/ly\
CAE| A, X =M, A |
L -2 -, A Axdy,

“Ahy, = LA, AR /

(2-4)

ST S 22 XZ

donde
A = area de la seccion transversal del elemento.
E = mdbdulo de elasticidad del elemento.
L = longitud del elemento.

Ny, N, = numero de codigo del grado de libertad global asociado con el extremo
cercano N en las direcciones x y y respectivamente del elemento en turno.

F,, E, = numero de codigo del grado de libertad global asociado con el extremo
lejano F en las direcciones x y y respectivamente del elemento en turno.

Ax, A, = cosenos directores.

Como el enfoque de este libro es la solucion detallada de ejercicios sobre
armaduras, se recomienda al lector remitirse a algun otro texto en caso de desear
comprender la deduccion matematica del método de rigidez matricial integramente.
La obra titulada “Analisis Estructural” escrita por R. C. Hibbeler, octava edicion, es
una gran alternativa.
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De acuerdo a la informacion proporcionada al inicio del problema, para los
elementos 1 hasta 5 se tiene

A = (0.3m)(0.4m) = 0.12m? AE = (0.12m?) (2.1 106 T/mz) = 252000 T
y para los elementos 6,7 y 8 se sabe que
A = (0.4m)(0.4m) = 0.16m? AE==(016nﬂ)(21*]0677nﬂ)==336000T

Se aislara cada elemento de la armadura, figuras 2-5c¢ hasta 2-5j, con el objetivo de
visualizar con mayor facilidad individualmente su longitud y niamero, asi como sus
nodos N y F con sus correspondientes coordenadas globales xy, yy Y Xz, Yr, Y SUS
debidos nimeros de codigo de grado de libertad N,, N, y F,, F,. Ademas, con el iinico
fin de esclarecer quienes son los cosenos directores de las barras, se coloca el
sistema local x’,y’, y se identifican los angulos 6, y 6,; si el lector lo cree
conveniente, puede ignorar éste ultimo sistema y los angulos mencionados en las
figuras citadas, debido a que los cosenos directores en este texto se infieren
empleando coordenadas.

Paralelamente a cada aislamiento, se van aplicando las ecuaciones 2 —-2,2 -3y
2—4.

Elemento 1. De acuerdo a la figura 2-5c¢, (1) es el extremo cercano y (2) es el extremo
lejano. Por lo tanto,

3-0 0-0
L=3m h=——=1 Ay =—5—=0
9 10 7 8
84000 0 —84000 0\ 9
" o 0 0 010
17| -84000 0 84000 07
o o0 0 o0/8
Vv

©0)(7) —>  GO®
N

(€)
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Elemento 2. Debido a que el extremo cercano es (2) y el extremo lejano es (3), figura
2-5d, obtenemos

L=/2m)? + 3m)2 =V13m A, = % = 0.5547 A, = % = 0.8321

7 8 5 6

21505.8375 32262.2509 —21505.8375 —32262.2509
32262.2509 48393.3764 —32262.2509 —48393.3764
—21505.8375 —32262.2509 21505.8375 32262.2509
—32262.2509 —48393.3764 32262.2509  48393.3764

k2=

o U1 0

(d)

Elemento 3. Puesto que el extremo cercano es (4) y el extremo lejano es (3), figura
2-5e, se tiene

5-3 3-3
L=2m h=——=1 Ay =——=0
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3 4 5 6
126000 0 —126000 0\ 3
o — 0o 0 0 0)4
37| 126000 0 126000 0 /5
o o o 0/e

4 6

Wy 3 |3 T 5

33)(2) —> (3) 63
N F

2m

(e)

Elemento 4. Dado que el extremo cercano es (5)y el extremo lejano es (4), figura
2-5f, se infiere

y
2 4
/Lgy 1 4 /I\ 3 X
03)(5) —  63®
N 3m F
(f)
3—0 3-3
L=3m szTzl Ay:Tzo
1 2 3 4
84000 0 —84000 0\ 1
I 0 0 0 012
4 —84000 0 84000 0 /3
0 0 0 0/ 4
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Elemento 5. Como (1) es el extremo cercano y (5) es el extremo lejano, figura 2-5g,
se deduce

0-0 3-0
L=3m szTzo Aszzl
9 10 1 2

0 0 0 0 9

k. —|0 84000 0 —84000 |10
5 0 0 0 0 1
0 —84000 0 84000/ 2

Elemento 6. Como el extremo cercano es (5) y el extremo lejano es (2), figura 2-5h,
resulta

0—-3
L= 3m)2 4 3m2=3\/§m A, =——=0.7071 A, =——=-0.7071
J(Bm)Z+ (3m) =35 V=35

(h)
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1 2 7 8

39597.9798 —39597.9798 —39597.9798 39597.9798
ke = —39597.9798 39597.9798 39597.9798 —39597.9798
—39597.9798 39597.9798 39597.9798 —39597.9798
39597.9798 —39597.9798 —39597.9798 39597.9798

O -

Elemento 7. Debido a que el extremo cercano es (1) y el extremo lejano es (4),
figura 2-5i, se obtiene
3-0 3-0

L =3V2m A, =——=10.7071 A, = ——=0.7071
X 3\/§ y

9 10 3 4

39597.9798 39597.9798 —39597.9798 —39597.9798\ 9
k, = 39597.9798 39597.9798 —39597.9798 —39597.9798 |10
—39597.9798 —39597.9798 39597.9798 39597.9798 | 3
—39597.9798 —39597.9798 39597.9798 39597.9798 / 4

Elemento 8. Puesto que el extremo cercano es (2) y el extremo lejano es (4), figura
2-5j, tenemos

4 r
X
4
@]
B

(i)
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3-3 3-0
L=3m Ax=—3 =0 /1y=—3 =1
7 8 3 4
0 0 0 0 7
k. |0 112000 0 -112000 |8
8 0 0 0 0 3
0 —112000 0 112000/ 4

Matriz de rigidez de la estructura

Como se designaron diez grados de libertad para la armadura, figura 2-5b, la matriz
de rigidez tiene un orden de 10 X 10 y se obtiene al sumar algebraicamente los
elementos correspondientes a las ocho matrices anteriores. Para visualizar el
proceso de ensamble con mayor facilidad, se expanden con ceros las filas y
columnas numéricas faltantes en cada k;. Los valores calculados previamente
cuando se empled la ecuacion 2 — 4 aparecen de color azul con la finalidad de
distinguirlos.

1 2 3 45 6 7 8 9 10
0 000 0O 0 0 0 0\ 1
0 000 0O 0 0 0 0\ 2
0 000 0O 0 0 0 013
0 000 0O 0 0 0 0]4
k, = 0 000 0O 0 0 0 0|5
0 000 0O 0 0 0 0]6
0 0 00O O O 84000 0 -—84000 O} 7
0 000 0O 0 0 0 0|8
0 0 0O OO O —84000 0 84000 0/ 9
0 000 0O 0 0 0 0/ 10
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 0 0 O 0 0 0 0 0 0\ 1
0 0 0 O 0 0 0 0 0 0) 2
0 0 0 O 0 0 0 0 0 0]3
0 0 0O 0 0 0 0 0 04
Ko = 0 0 0 0 21505.8375 32262.2509 —21505.8375 —32262.2509 0 O | 5
2 0 0 0 0 322622509  48393.3764 —32262.2509 —48393.3764 0 0| 6
0 0 0 0 -21505.8375 —32262.2509 21505.8375 322622509 0 017
0 0 0 0 -—32262.2509 -—48393.3764 32262.2509  48393.3764 0 01} 8
0 0 0 O 0 0 0 0 0 0/9
0 0 0 O 0 0 0 0 0 0/ 10
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6 7 8 9 10

5

1
2
3

0 0 0 0O
0 0 0 0O

0

0
—126000 0 0 0 O O

126000 0

0

0

0 0 0 0 0f¢4

0 0 0 0 O0f5S

0
126000
0

0 0 0 0 O01l6

—126000 0

0 0

0 0 0 0 0}7

0
0
0
0

0 0 0 0 0|8

0 0 0 0 0/59
0 0 0 0 0/10

k3=

4 56 7 8 910

3

1
2
3

—-84000 0 0 0 0 O O O

0

84000

0 0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 0 O

0
84000

—84000 O

0 0 0 0O O0OO]4

0 000 0O OfS5S

0
0
0
0
0
0
0

0 0 00O O O O0]6

0 00 0 O0OO0]7

0 0 0 00O O O0}SB8

0 0 0 0 0 0 0/9
0 0 0 0 0 0 0710

ky

345 6 7829 10

2

0 000 0 0O 0

0

NN FWN O~
(=
(=
o
F OO0 OO0 oo o
(e}
|
(==l leleleNel =)
SO OO OO OO
SO OO OO OO
(==l lelelelel =]
(= =leleleBelel =]
SO OO OO OO
SO OO O OO Oo
(=
(=]
O OO OO oo o
<
o]
SO OO OO OO
I
n
~

10

84000

—84000 0 0 0 0 0 O O

0

10

3 456

1
2

0

0

39597.9798

—39597.9798
39597.9798

—395979798 0 0 0 O

39597.9798

39597.9798

8

—39597.9798 0 O

0 0 0O
0 0 0O
0 0 0O
0 0 0O
0 0 0O
0 0 0O

—39597.9798

0
0
0
0

—395979798 0 017
39597.9798

39597.9798

39597.9798

—39597.9798
39597.9798

0
0
0 0/ 10

0

—39597.9798

—395979798 0 0 0 O

0 0 0 O
0 0 0 O

ke
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1 2 3 4 56 7 8 9 10
0 0 0 0 0 0 0 O 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 O 0 0 2
0 0 39597.9798 395979798 0 0 0 0 -39597.9798 —39597.9798 | 3
0 0 39597.9798 395979798 0 0 0 0 -—39597.9798 -—39597.9798 | 4
k, = 0 0 0 0 0 0 0 O 0 0 5
0 0 0 0 0 0 0 O 0 0 6
0 0 0 0 0 0 0 O 0 0 7
0 0 0 0 0 0 0 O 0 0 8
0 0 -—395979798 -39597.9798 0 0 0 0 39597.9798 395979798 | 9
0 0 -—395979798 -39597.9798 0 0 0 0 39597.9798 39597.9798 / 10

1 2 3 4 56 7 8 9 10
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0\ 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0)\2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 03

0 0 0 112000 0 0O O —112000 0 O] 4
ko=|0 00 0 0 0 0 0 0 0|5
8710 0 0 0 0 0 0 0 0 0ole
0 0 0 0 0 0 0 0 0 ol7

0 0 0 —112000 0 0 O 112000 0 O/ 8

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0/9

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0/ 10

Una vez efectuado el procedimiento de expansion en todas las k;, estas se suman.
Por consiguiente,

K:k1+k2+k3+k4+k5+k6+k7+k8

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
123597.9798 —39597.9798 —84000 0 0 0 —39597.9798 : 39597.9798 0 0 1
—39597.9798 123597.9798 0 0 0 0 39597.9798 | —39597.9798 0 —84000 2

—84000 0 249597.9798  39597.9798 —126000 0 0 : 0 —39597.9798 —39597.9798 | 3

0 0 39597.9798  151597.9798 0 0 0 I —112000 —39597.9798 —39597.9798 | 4

0 0 —126000 0 147505.8357  32262.2509 —21505.8375 : —32262.2509 0 0 5

k= 0 0 0 0 32262.2509 483933764 —32262.2509 | —48393.3764 0 0 6
=39597.9798 _39597.9798 _ ___0________ Q____=21505.8375 _—=32262.2509_ 145103.8173 | =73357289 ___=840Q0____ __ o___|7
39597.9798 —39597.9798 0 —112000 —32262.2509 —48393.3764 —7335.7289 | 199991.3562 0 0 8

0 0 —39597.9798 —39597.9798 0 0 —84000 | 0 123597.9798  39597.9798 | 9

0 —84000 —39597.9798 —39597.9798 0 0 0 : 0 39597.9798  123597.9798/ 10

Para no realizar el proceso de ensamble anterior, obsérvese como puede calcularse
cada entrada de la matriz de rigidez de la estructura. Por ejemplo, para obtener K ;,
es decir, la entrada de K correspondiente a la fila 1 y columna 1, se detectan todas
las entradas 1,1 que son visibles en las matrices k; sin expandir, en este caso, de
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los elementos 4,5 y 6 se tiene (ky,1), = 84000, (ki1), =0y (ki1), = 39597.9798.
Luego, es obvio que las k; sin expandir restantes almacenan valores nulos en sus
respectivas entradas 1,1 al no ser visibles, asi que, (ki1), = (ki1), = (ki1), =

(k1,1)7,(k1,1)8=0, por lo que podemos ignorarlos. En consecuencia,

K; 1 = 84000 + 0 + 39597.9798 = 123597.9798. Se debe efectuar un procedimiento
analogo para las demas entradas hasta obtener K en su totalidad.

Ya que siete desplazamientos fueron identificados como desconocidos en la
armadura, la matriz de rigidez de la estructura se secciono de tal forma que en la
parte izquierda quedaran siete columnas y en la porcidén superior se tuvieran siete
filas; esta particion se efectud con el fin de que sea compatible con las particiones
de los vectores de desplazamientos y de cargas que en el préximo apartado se
formularan. Entonces, K quedd dividida en cuatro submatrices que tienen la
siguiente nomenclatura:

Vectores de desplazamientos y de cargas

Se plantea el vector total de desplazamientos externos D y se divide en dos
vectores: el de desplazamientos desconocidos D, y el de desplazamientos
conocidos D.. Como ya se habia comentado en el apartado de notacion, los
desplazamientos codificados del 1 al 7 son desconocidos, por lo que D;, comprende
desde D; hasta D;, en tanto, los desplazamientos codificados del 8 al 10
corresponden a los conocidos, asi que evidentemente D, abarca Dg, Dy Yy Dy,.

Para denotar un desplazamiento en la direccion horizontal se usa A, mientras que
para significar un desplazamiento vertical se emplea §,; en ambos simbolos
aparece también como subindice un nimero que indica el nodo donde ocurre el
desplazamiento.

Siendo asi y con base en la figura 2-5b, obsérvese como, por ejemplo, el
desplazamiento codificado con 1 es el desplazamiento horizontal en el nodo (5), es
decir, D; = Ays, 0 bien, el desplazamiento 2 es el vertical del nodo (5), o sea,
D, = 6ys. A su vez, recordemos que los desplazamientos codificados con 8,9 y 10
son nulos debido a que los soportes (2) y (1) los impiden de manera respectiva, dado
gue a esos apoyos no se les ha impuesto un desplazamiento, en consecuencia,
Dg = Dy = Dy = 0.
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D, Aps\ 1

DZ (Sv5 2

D Aps | 3

D, Oys | 4

— QD.) _ I Ds | _| Ay |5
D_(DC 2-6) b=l =5 e
Dy Ay 17

Dg 0 8

Dq 0 9

Dio o/ 10

Se procede a plantear el vector total de cargas externas C, el cual se secciona dando
origen al vector de cargas conocidas C. y al vector de cargas desconocidas Cj. De
la figura 2-5b, nétese que las cargas externas en las direcciones 5y 6 son de 5T y
y 6T actuando en las direccciones x positiva y y negativa respectivamente, por
consiguiente, C; = 5T y C; = —6T. También vease como no hay cargas externas
aplicadas en las direcciones 1,2,3,4y 7, de ahique ¢, = C, =C3=C, =C; =0.
Asi mismo, por inspeccion, se puede apreciar que en las direcciones 8,9 y 10 se
presentan las reacciones en y del soporte (2),y en x y y del soporte (1); como se
desconoce la magnitud y el sentido de ellas, estas fuerzas deben proponerse en el
vector como positivas, es por eso que Cg = Ry, Cg = Rix Y C19 = Ryy.

€y 0 1

C; 0 2

C3 0 3

Cy 0 4

_ (L 1 G | _ 5 5
¢= (CD> 2=7) ¢= Co | —6 16
| G| [0 |7

Cs Ryy | 8

Cy Rix | 9

Cro Riy/ 10

Célculo de los desplazamientos incégnitay las reacciones en los soportes

Luego de haber construido la matriz de rigidez de la estructura, las componentes de
la carga global C que actian sobre la armadura se vinculan con sus
desplazamientos globales D por medio de la ecuacion de rigidez de la estructura
que es
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C=KD (2-8)

Combinando las ecuaciones 2 — 5,2 — 6y 2 — 7 con la ecuaciéon 2 — 8 da

CC) K| K12> DD)
€)= (Sl _a2) (2n 2-9
(CD Ko 1 Kpp) D) 279

Ahora se infiere como este sistema de ecuaciones tiene la propiedad de que puede
descomponerse en dos subsistemas de ecuaciones: el primero de estos sistemas
relaciona Unicamente los desplazamientos incognita con las fuerzas conocidas y los
desplazamientos conocidos, y constituye un sistema compatible determinado,
mientras que el segundo subsistema contiene las reacciones incégnita y una vez
resuelto el primer subsistema es de resolucidn trivial.

Expandiendo la ecuacion 2 — 9 se tiene
CC == KllDD + KlZDC (2 - 10)
CD - KZIDD + K22DC (2 - 11)

Atendemos al subsistema 1. Puesto que para esta armadura el vector de
desplazamientos conocidos es un vector nulo dado que los soportes no se
desplazan, D, = 0. De ese modo, la ecuacion 1 — 10 se reduce notablemente a

Cc = K11Dp (2-12)

Despejando D, de la ecuacibn 2 —12, se obtienen evidentemente los
desplazamientos incognita directamente.

Dp = (K11)_1Cc (2-13)

De inmediato nos ocupamos del subsistema 2. La ecuacion 2 — 11 también se
simplifica notoriamente por el hecho de que D, es nulo. Por lo tanto, las reacciones
en los soportes se infieren con la siguiente expresion:

CD = KZlDD (2 - 14‘)

Al plantear la ecuacion 2 — 8 (o la ecuacion 2 — 9) para esta armadura resulta

|
—39597.9798 | 39597.9798 0

J

0 123597.9798 —39597.9798 —84000 0 0 0 0

0 —39597.9798 123597.9798 0 0 0 0 39597.9798 : —39597.9798 0 —84000

0 —84000 0 249597.9798  39597.9798 —126000 0 0 | 0 —39597.9798 —39597.9798
0 0 0 39597.9798  151597.9798 0 0 0 : —112000 —39597.9798 —39597.9798
50 0 0 —126000 0 147505.8357  32262.2509 —21505.8375 | —32262.2509 0 0

=6 [~ 0 0 0 0 32262.2509 483933764 —32262.2509 :—48393.3764 0 0

0 =39597.9798 _39597.9798 _ ___ 0 _______ 0_ ___=21505.8375 _=32262.2509__145103.8173 | =73357289_ _ _=84000_ _____ o____
Ray 39597.9798 —39597.9798 0 —112000 —32262.2509 —48393.3764 —7335.7289 | 199991.3562 0 0

Rix \ 0 0 —39597.9798 —39597.9798 0 0 —84000 | 0 123597.9798  39597.9798
Ryy 0 —84000 —39597.9798 —39597.9798 0 0 0 : 0 39597.9798  123597.9798
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Se extrae el primer subsistema y se resuelve. Puede verse que la ecuacion
resultante es como la ecuacion 2 — 12 y el despeje de la misma tiene la forma de la
ecuacion 2 — 13.

0 123597.9798 —39597.9798  —84000 0 0 0 —39597.9798
0 \ (—39597.9798 123597.9798 0 0 0 0 39597 9798
0| —84000 0 249597.9798 39597.9798  —126000 0

0 |= 0 0 39597.9798  151597.9798 0 0

5 | 0 0 —126000 0 147505.8357 322622509 —21505 8375
—6/ 0 0 0 0 32262.2509 483933764 —32262.2509
0 —39597.9798 395979798 0 0 —21505.8375 —32262.2509 145103.8173
Aps 123597.9798 —39597.9798  —84000 0 0 0 —39597.9798
8V5\‘ (—39597.9798 123597.9798 0 0 0 0 39597 9798

Ha —84000 0 249597.9798 39597.9798  —126000 0

Sva | = 0 0 39597.9798 151597.9798 0 0

Ays 0 0 —126000 0 147505.8357  32262.2509 —21505 8375
Sy \ 0 0 0 0 32262.2509  48393.3764 —32262.2509
Ap» —39597.9798 395979798 0 0 —21505.8375 —32262.2509 145103.8173

Al llevar a cabo el producto matricial sefialado, dan los siguientes resultados para
los desplazamientos horizontales y verticales en los nodos considerados:

Aps 0.000135574 m
Ovs 44452 1075 m
Ay | 0.000180026 m |
| 64 | =] —4.7024 1075 m |
Ays | 0.000251459 m |
Sys —0.000293739 m
Ay —3.1742 * 107 % m

Note como el nodo (5) se desplaza horizontalmente hacia la derecha
0.000135574 m y verticalmente hacia arriba 4.4452 * 10~°>m, o percatese de la
ocurrencia de un movimiento hacia la derecha y hacia abajo del nodo (4) de
0.000180026 m y 4.7024 x10~>m. También, vea como el nodo (3) tiene
componentes horizontal y vertical de desplazamiento de 0.000251459 m hacia la
derecha y de 0.000293739 m hacia abajo. Por su parte, el nodo (2) se desplaza
3.1742 = 10~ m hacia la izquierda.

Se escribe el segundo subsistema y se le da solucion. Visualice como la ecuacién
originada que posee el aspecto de la ecuacion 2 — 14 se simplifica sencillamente
al realizar la multiplicacion de matrices correspondiente y con ello se llega a los

valores de las fuerzas reactivas en los soportes @ y @ 0.000135574
4.4452 %1073

39597.9798 —39597.9798 0 —112000 —32262.2509 —48393.3764 —7335.7289 0.000180026
< 0 0 —39597.9798 —39597.9798 0 0 —84000 ) —4.7024 + 1075
0 —84000 —39597.9798 —39597.9798 0 0 0 0.000251459
—0.000293739

—3.1742 %107
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Los signos negativos de R;x Y R;y indican que estas reacciones actian en las
direcciones x negativa y y negativa respectivamente. Por consiguiente,

Ryy = 157 Ry = 5Te= Ry, =9T]

Céalculo de las fuerzas en los elementos

Para determinar la fuerza de tension g de un elemento i, se utiliza la ecuacion que
se muestra a continuacion:

DNx

AE D
=7 (e ~Ay A )| 7 (2 - 15)

Fx

Dy

donde

A = &rea de la seccion transversal del elemento.
E = maodulo de elasticidad del elemento.
L = longitud del elemento.
Ay, A, = cosenos directores.
Dy, Dy, = desplazamientos horizontal y vertical del nodo N del elemento en turno.

Dy, Dp, = desplazamientos horizontal y vertical del nodo F del elemento en turno.

Finalmente se aplica la expresion 2 —15 en cada elemento. Si se obtiene un
resultado negativo, entonces el elemento esta en compresion.

Elemento 1:
DNX Dg 0
Dy D 0
AE = 252000T,L=3m, 4, =1, A, =0, Y= 10 ] =
m x Y DFx D7 AHZ
Dgy, Dg 0
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q; = 84000(-1 0 1 0)

Elemento 2:

0

0
—3.1742 %107

0

= —0.266633T (Compresion)

D
AE = 2520007, L =v13m, A, = 0.5547, A, = 0.8321, N = =

q, = 69892.2247(—0.5547

Elemento 3:

AE =252000T,L =2m, A, =1, 1, =0, =

DNx D7 AHZ
Dq 0
Dp,, Ds Apz
Dgy, De vz
—3.1742 % 107°
0
0.8321 0.5547 0.8321) 0.000251459
—0.000293739
= —7.21114T (Compresion)
Dy x D; AV
Dyy Dy\ | dya
Dgy Dy Ays
Dgy, Dg vz
0.000180026
—4.7024 %1075 | _ i
0.000251459 = 9.00056T (Tension)

gz = 126000(-1 0 1 0)

Elemento 4:

—0.000293739

AE = 252000T,L=3m, A, =1, 4, =0, = =

q, = 84000(-1 0 1 0)

Dr Dy Ays
Pry D, Sys
Dry D, Oya
0.000135574
44452 %1075 | _ 5
0.000180026 |~ 3.73397T (Tension)
—4.7024 x 107°
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Elemento 5:
DNx Dg 0
DNy D10 0
AE = 252000T,L =3m, A1, =0, /1y =1, Dee | =\ D, | =\ Aus
DFy DZ 6V5
0
_ 0 _ .,
qs = 8400000 -1 0 1) 0000135574 | = 3.73397T (Tension)
44452 % 107°

Elemento 6:
DNX D1 AHS
_ _ _ — Dny _ [ D2} _ [ 6vs
AE =336000T, L = 3v2m, 1, = 0.7071, 1, = —0.7071, = =
DFx D7 AHZ
Dy Dg 0
0.000135574
-5
qe¢ = 79195.9595(-0.7071 0.7071 0.7071 -—0.7071) :Lé4f;j2**11()0‘6
0
= —5.28054T (Compresion)
Elemento 7:
DNx Dg 0
Dyy Dy 0
AE =336000T, L = 3v2m, A, = 0.7071, A, =0.7071, = =
Dpx Dy AV
Dry D, Ova
0
q; = 79195.9595(-0.7071 -0.7071 0.7071 0.7071) 0 0001080026
—4.7024 % 107>

= 7.44804T (Tensién)
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Elemento 8:
DN.X‘ D7 AHZ
DNy Dg 0
AE =336000T,L =3m, A, =0, /1y =1, Dre | =\ D3 |7\ Ba
DFy D, Sya
—3.1742 x 10°°
0 .,
= 112000 — = —5.26669T (C
qs (o0 1 0 1) 0.000180026 (Compresion)
—4.7024 * 107>

En la figura 2-5k se aprecian los resultados obtenidos para las reacciones en los
soportes y las fuerzas internas de la armadura. Recuerde que un elemento en

compresion “empuja” a la junta y un elemento en tensién “jala” a la junta.

® 3.73397T @) 9.00056T (3
> < > < —) T
W
& l
WX
A 6T
Y &
~y o N
iy O N
o v '\r/\,
3m{ @ N v
NA nyg N
o
\5;3(9
&>
S
0.266633T
Ry =57 /\(D )
3m 2m
R1 = 9T
g Ry, = 15T
(k)
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Ejercicio 2.6 Andlisis de una armadura con un rodillo en un plano inclinado
empleando el método de larigidez matricial.

Instrucciones  Use el andlisis matricial de la rigidez para determinar las reacciones
en los soportes y las fuerzas internas de la armadura que se muestra en la figura
2-6a cuyo apoyo simple tiene un plano de deslizamiento inclinado a 45° respecto a
la horizontal. Considere AE como constante.

30kN

3m

plano de deslizamiento del soporte

............

4m

(a)
Figura 2-6

SOLUCION
Notacion

Se numeran los nodos y los elementos con un orden indistinto. Recuerde que la
punta de la flecha en cada elemento esta dirigida hacia el extremo alejado F, por lo
que el extremo contrario es el cercano N, del mismo. En los elementos 1y 2, el
extremo lejano tiene que ser forzosamente el nodo (2), ya que es ahi donde esta el
soporte girado, figura 2-6b. Por conveniencia, se establece el origen de las
coordenadas globales x, y en el nodo (3). Como el soporte en rodillos (2) se
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encuentra sobre un plano inclinado, en este nodo se emplean ejes nodales x”,y”.
Evidentemente la direccion x” debe coincidir con el plano de deslizamiento del
soporte inclinado y y” es perpendicular a x”*. Se codifican los desplazamientos de
tal modo que primero estén los desconocidos o no restringidos y después los
conocidos o restringidos; puesto que la linea de accion de la fuerza reactiva del
soporte (2) se dirige hacia y”, el desplazamiento codificado como 4 esta restringido
y es nulo. Los numeros entre paréntesis de color morado son alusivos a las
coordenadas x, y del nodo, mientras que los de color rojo indican las coordenadas

xn’ y//.

3m

(—2.8284,2.8284)

(0,0)

3m

4im
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Las coordenadas en los ejes x”,y” para los nodos (1) y (3) pueden obtenerse por
trigonometria con base en la figura 2-6c¢.

a = 3m(cos45°) = 2.1213m b = 3m(sin45°) = 2.1213m
¢ = 4m(cos45°) = 2.8284m d = 4m(sin45°) = 2.8284m

Cosenos directores y matriz de rigidez global para cada elemento

Figurese que un elemento de armadura esta conectado a un rodillo inclinado en su
extremo F. Al tener un sistema de coordenadas globales x,y en el nodo cercano N,
y un sistema de coordenadas nodales x”,y” en el nodo lejano F, deben calcularse
cosenos directores para ambos sistemas de coordenadas. Evidentemente, los
cosenos directores A, y A, del primer sistema se siguen evaluando con las
ecuaciones 2 —2 y 2 — 3. En tanto, los correspondientes al segundo sistema se
determinan como sigue:

N o
Ay = €080, = dl 7 N = dl N (2-16)
\/(xF_xN)2+(y F=Y N)
AyuzcoseynzszyNz Y r Y n 2—-17)
\/(XF_x N)2+(y F—Y N)
donde

0., By = angulos mas pequefios entre los ejes x”, y”* globales positivos y el eje
local x” positivo.

x”y, ¥”'n =coordenadas x”,y”” del extremo cercano N del elemento en turno.
x"r, y'r =coordenadas x”,y” del extremo lejano F del elemento en turno.
L = longitud del elemento.

Luego, la matriz de rigidez en coordenadas globales de un elemento i bajo estas
condiciones es

N, N, Fer  Fy
A2 Aedy =M dy —Axly/l\‘ N,
AE| AxA A2 —AyAder —A, 4, | N
K = = xy y y/tx vy y 2 —18)

L | —Ady —Aydy Afc,, A Ay F,.-
Ay —Ay Ay Ay Ay Ai" /
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A = area de la seccion transversal del elemento.
E = moédulo de elasticidad del elemento.

L

longitud del elemento.

Ny, N, = nimero de codigo del grado de libertad global asociado con el extremo
cercano N en las direcciones x y y respectivamente del elemento en turno.

F,~, Fy- = numero de codigo del grado de libertad nodal asociado con el extremo
lejano F en las direcciones x’ y y’* respectivamente del elemento en turno.

Ay, A, =cosenos de 0, y 0, respectivamente.

Ay, Ay = cosenos de 6, y 6, respectivamente.

Debido a que los elementos 1 y 2 estan conectados a un soporte inclinado, tienen
nameros de cadigo en la direccion de los ejes globales y nodales, en consecuencia,
se aplican las expresiones 2 —2,2—-3,2—16 y 2 — 17 para obtener sus cosenos
directores en ambos sistemas coordenados, y la matriz de rigidez de cada uno de
ellos se calcula empleando la ecuacion 2 — 18. Por otra parte, el elemento 3 sélo
tiene cosenos directores A, y 4,, asi que su matriz de rigidez global se desarrolla

de la forma habitual, es decir, mediante la ecuacion 2 — 4.

A partir de la figura 2-6b y de la informacion proporcionada al inicio del problema se
tienen los datos de las tablas 2-1, 2-2 y 2-3.

Modo

Elemento N F A E L (m)
1 3 2 A E 4
2 1 2 A E 3
3 3 1 A E 5
Tabla 2-1
Elemento Mumeracion de los grados de libertad
N, N, Fy Fy F, E,
1 6 3 4
2 2 3 4
3 5 6 1 2

Tabla 2-2
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Coordenadas de los extremos cercano N y lejano F
Elemento

xN }’N xF J‘rF x"_r.j y:.-N T e -'F
1 0 0 4 0 -2.8284 2.8284 0
2 4 3 4 0 21213 21213 0
3 0 0 4 3
Tabla 2-3

Por consiguiente,

Elemento 1:
4 -0 0-0
0 — (—2.8284) 0—2.8284
Ay = =0.7071 Ay = ——=-0.7071
4 4
5 6 3 4
0.2500 0 -0.1768 0.1768 \ 5
_ 0 0 0 0 6
fy = AE —-0.1768 0 0.1250 —-0.1250 /3
0.1768 0 —-0.1250 0.1250/ 4
Elemento 2:
4 —4 0—-3
Ax:—g :O Ay:—B :—1
0—2.1213 0—2.1213
Ay = ———=-0.7071 /1y~ =—=-0.7071
3 3
1 2 3 4
0 0 0 0 1
k. = AE 0 0.3333 —0.2357 -=0.2357 12
2 0 —0.2357 0.1667 0.1667 |3
0 -0.2357 0.1667 0.1667 / 4
Elemento 3:
4—-0 3—0
Ax=?=08 Ay:T:O6
5 6 1 2
0.1280 0.0960 —0.1280 -—0.0960\ 5
k. = AE 0.0960 0.0720 —0.0960 -—0.0720 )6
3 —0.1280 —0.0960 0.1280 0.0960 |1
—0.0960 —-0.0720 0.0960 0.0720 / 2
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Matriz de rigidez de la estructura

Para obtener la matriz de rigidez de la estructura, se ensamblan las tres matrices
anteriores siguiendo el procedimiento acostumbrado. Puede verse que K tiene un
orden de 6 X 6 debido a que seis grados de libertad fueron identificados en la
armadura, ademas, la particion en ella se efectia como siempre.

1 2 3 4 5 6
0.1280 0.0960 0 : 0 —0.1280 —0.0960\ 1
/ 0.0960 0.4053 —0.2357 : —0.2357 —0.0960 —0.0720\ 2
K= ag|---0---=023F7 0017 LOGMT 0768 0.3
0 —0.2357 0.0417 0.2917 0.1768 0 4
\—0.1280 —0.0960 —-0.1768 ' 0.1768 0.3780 0.0960 /5
—0.0960 —0.0720 0 | 0 0.0960 0.0720 7 6

Vectores de desplazamientos y de cargas

De la figura 2-6b, se observa que los desplazamientos codificados con 1 y 2
corresponden a las componentes horizontal y vertical del desplazamiento en el nodo
(1), asi que D, = Ay, y D, = 6y,; también puede verse que el desplazamiento 3
viene siendo el desplazamiento resultante del nodo (2), por lo que D; = A,. Dadas
las restricciones de los soportes (2) y (3), los desplazamientos con cdigos 4,5y 6
son inexistentes, entonces, D, = D; = Dg = 0.

Por otro lado, en la direccién 1 se encuentra aplicada una carga de 30kN en el
sentido positivo de x, de modo que C; = 30kN, mientras que en las direcciones 2 y
3 no hay cargas externas, de ahi que C, = C; = 0. Ademas, en la direccién 4 se
presenta la fuerza reactiva resultante del soporte (2), es por eso que C, = R,, y en
las direcciones 5 y 6 ocurren las reacciones en x y y del soporte (3), en
consecuencia, Cs = Rz, Y C¢ = R3,,.

Siendo asi, las matrices D y C son, respectivamente

AHl 1 Cl 30 1
/6V1\2 C, / 0 \IZ
B

D= DD) | D3 | _A_z__ C= C;ca _ 1G] 0 13
p.) =D, |~ 4 Co C. R, |4

D5 0 5 C5 ER3x/ 5

D, 0/6 Ce Rsy/ 6
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Célculo de los desplazamientos incdgnita y las reacciones en los soportes

Aqui, C = KD (ecuacion 2 — 8) resulta en

30 0.1280  0.0960 o | 0 —0.1280 —0.0960\ /Ay,
/ 0 /00960 0.4053 —0.2357 | —0.2357 —0.0960 —O. 0720\ 5V1\
_Q_l Apt-—-0-___=02357 0.2917 1 0.0417_ _—0.1768 __ 0 __ | A2
[ 0  —02357 0.0417 | 02917 0.1768 ro-
Ry —0.1280 —0.0960 —0.1768I 0.1768  0.3780 00960/\ 0
R3y —0.0960 —0.0720 o ! 0 0.0960  0.0720 0

Al desarrollar la solucién para los desplazamientos como en la ecuacion 1 — 12, se

tiene
30 0.1280 0.0960 0 Apq
( 0 ) = AE <0.0960 0.4053 —0.2357) <6V1>
0 0 —0.2357 0.2917 A,

Si se resuelve el sistema, despejando las incognitas de manera afin a la ecuacion
2 — 13 y expandiendo, se obtiene

Apr\ 1 /01280  0.0960 0 \7'/30\ 1 /3525000
8y1 | =—=0.0960 0.4053 —0.2357) (0 |=-—|~157.5000
A, 0  —02357 0.2917 0 ~127.2804

Las reacciones en los soportes se hallan efectuando el producto matricial
correspondiente a la particion inferior, es decir, con la ecuacion 2 — 14. Al emplear
los desplazamientos calculados previamente da

R, 0 —0.2357 0.0417 1 352.5000 31.8195kN
R;, | = AE| —0.1280 —0.0960 —0.1768 (AE) —157.5000 | = —7.5000kN
R3y —0.0960 —-0.0720 0 —127.2804 —22.5000kN
Por lo tanto,
Ry =31.8195kN' N\, Ray = 7.5kNémmm Ry, = 22.5kNl
Célculo de las fuerzas en los elementos

Para determinar la fuerza de tension q de un elemento i conectado a un soporte
inclinado en el nodo lejano F, se emplea la siguiente ecuacion:

DNx

AE D
=7 (e —Ay A )| "
Fx”

Dy

(2-19)
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donde
A = area de la seccion transversal del elemento.
E = modulo de elasticidad del elemento.
L = longitud del elemento.
Ay, A, = cosenos de 6, y 6, respectivamente.
Ay, A, =cosenos de 6,- y 6, respectivamente.

Dyyx, Dy, = desplazamientos horizontal y vertical del nodo N del elemento en turno.

Dg, Dpyy- = desplazamientos en las direcciones x”, y”" del nodo F del elemento en
turno.

Por consiguiente, para conocer el valor de las fuerzas en los elementos 1 y 2
aplicamos la ecuacion 2 — 19, mientras que la fuerza del elemento 3 se encuentra
con base en la ecuacion 2 — 15.

Elemento 1:

0
_ (4E ! 0 — _22.5KN (C 6
ql_(T)(_l -0 0.7071 —O.7071)(E) _127.2804 | = ~22 (Compresién)

0

Elemento 2:
352.5

q, = (‘E) (-0 —(-=1) —0.7071 —0.7071) <i> —1575 ) 22 5KN (Compresion)

3 AE —127.2804
0

Elemento 3:

0
_(4E ! 0 ) = 37.5KN (Tensio
qz = (?) (-0.8 —0.6 0.8 0.6) (E) q505 | =37 (Tensién)
—157.5
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Se muestran los resultados obtenidos en el diagrama de la figura 2-6d.

~ Ry, = 22.5kN

< > %4_ 9
B \
Ry, = 22.5kN: //‘\\Rz = 31.8195kN

Rs, = 22.5kN

............

im

(d)

Con base en la figura 2-6e, se calculan las componentes horizontal y vertical del
desplazamiento resultante en el nodo (2), el cual ocurre en la direccién x”* negativa
por haber resultado de magnitud negativa.

A= A, (cos 45°) (127.2804)( 459) 90.0008
127.2804 = Ccos = |—— | (cos =
N s e AE AE
'—AH2> 5, = A (sin45) (127.2804)( n 45°) 90.0008
vz = Az(sIn =|———)(sin -
(e) AE AE

Como Ay, y 8y, actian en las direcciones x positiva y y negativa, las magnitudes
definitivas serian 90.0008/AE y —90.0008/AE de forma respectiva.

Finalmente, se comprueba el equilibrio externo de la estructura; para ello, la fuerza
resultante R, se descompone en sus componentes horizontal y vertical.

H1 ) Fy=-225+225=0 ok
+—>ZFx=—7.5—22.5+30=0 ok

3 MA =30(3) —22.5(4) =0 ok
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Ejercicio 2.7 Resolucion de una viga con el uso del método de la rigidez
directa.

Instrucciones  Use el analisis matricial de la rigidez para calcular las reacciones
en los apoyos de la viga de tres claros que se muestra en la figura 2-7a. Después,
emplee los resultados obtenidos para verificar el equilibrio externo de la estructura.

Pﬂ?‘é\%‘rﬂiﬂ 3T/m
. 5T

/ 2T.m @)

J >5ﬂué Figura 2-7
A B c D

/ . .

- 2m we 1m .. 1m im 1m
< o o

e s
= ==

Considere el médulo de elasticidad del acero y una seccién transversal tipo I con
las siguientes dimensiones observadas en la figura 2-7b.

1
4cm
i
- Fa fen 13em (b)
4
4o
)
.
~ clhcm -
SOLUCION.
Y Notacion
Pm‘éj\bom 3T/m
5T

i
W
i
W
i
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Se divide la viga en elementos finitos. Por conveniencia, se opta porque cada
elemento se extienda entre apoyos. Los elementos se identifican arbitrariamente
usando un numero inscrito en un cuadrado. Sin importar que los nodos estén o no
predeterminados en el problema, de manera opcional se puede identificar cada uno
de ellos usando un nudmero dentro de un circulo. Para esta viga continua en
particular, se tienen tres elementos y cuatro nodos que desde el inicio han sido
definidos por A,B,C y D, figura 2-7c.

Los extremos cercano N y lejano F de cada elemento se especifican simbolicamente
con una flecha a lo largo del elemento cuya punta se dirige hacia el extremo alejado.
El sistema de coordenadas globales x, y, z tiene su origen en A con la finalidad de
gue los nodos restantes tengan coordenadas positivas. Tales ejes tienen su
direccién positiva hacia la derecha, hacia arriba y en el sentido antihorario.

Dado que la viga est4 sometida a al menos una carga horizontal (es obvio que la
carga puntual de 5T tiene componentes horizontal y vertical), tienen que tomarse en
cuenta los efectos de la flexion, la fuerza cortante y la fuerza axial. En consecuencia,
en cada nodo hay tres grados de libertad, los cuales corresponden a un
desplazamiento horizontal (Ay), un desplazamiento vertical (6,), y una rotacién (8),
y gue deben ser codificados numéricamente de tal forma que los nimeros mas bajos
de codigo representen los desplazamientos desconocidos (grados de libertad no
restringidos), mientras que los nimeros mas altos indiquen desplazamientos
conocidos (grados de libertad restringidos).

Como recordatorio, un empotramiento restringe los tres grados de libertad
mencionados, un soporte articulado sélo permite la rotacion y un apoyo simple
Unicamente impide el desplazamiento vertical, en sus correspondientes puntos de
ubicacion. Si en algun nodo hay ausencia de soporte, entonces los tres grados de
libertad son incognitas.

De los doce grados de libertad en la viga, los codificados del 1 al 5 representan
desplazamientos cuyo su valor se desconoce, en tanto, los nimeros de cédigo del
8 al 10 referencian desplazamientos conocidos, que en este caso son todos iguales
a cero.

Las coordenadas de los nodos ya no se identifican por una razén que mas adelante
se explicara.

Vector de desplazamientos

Al igual que en las armaduras, para las vigas se formula un vector de
desplazamientos D que se secciona dando origen a dos vectores: el de

135



CAPITULO 2 ANALISIS ESTRUCTURAL

desplazamientos desconocidos Dy, y el de desplazamientos conocidos D.. Por las
condiciones de apoyo en el problema se tiene

Dl QD 1

D, Ayp | 2

D3 QC 3

D, 0 | 4

| Ds _ App | 5

D= D_D_): De |_|I"0°|6
Dc¢ D, 0 7
Dg 0 |8

Dy 0 9

Do 0 110

Diq 0 /11

D, 0/ 12

Vector de cargas

Obsérvese que sobre la longitud del elemento 1 se extiende una carga distribuida
tipo parabdlica, y que los elementos 2 y 3 soportan a la mitad de su claro y de forma
respectiva, una carga puntual inclinada y un momento de par. El analisis matricial
de la rigidez requiere que la carga externa se aplique en los nodos debido a que la
matriz de rigidez del elemento que mas adelante se presentara ha sido deducida
para cargas aplicadas en sus extremos.

Para atender esta situacion, se usa el principio de superposicién. Suponemos que
cada nodo esta restringido de movimiento, motivo por el cual se les impone un
empotramiento, figura 2-7d.

Pardbola  3L/m
HA o/ N W N
z N KR

1m

2m 1im 1m

& o o 1im
Ty ey P

i =i -

A continuacion se calculan las fuerzas de fijacion y momentos de empotramiento
perfecto asociadas a cada elemento, figuras 2-7e, 2-7f y 2-7g. Para ello remitase al
formulario realizado por este mismo autor, o bien, dedldzcalas empleando algun

meétodo valido como lo puede ser el de flexibilidades.
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Elemento 1.

Pardbola

3T/

tamomn ) | HJ L by -omn (@)

1m 1m 1

RAY:RBYZEZWZZTI

3 3

2 2
M, = Mg = % (3”’”)(2"” —08T. m<>

Elemento 2.
5T

0.9576T.m /§5gu Mg = 0.9576T.m
—
R, = 1.607T Ry = 1.607T ()

r 1m m

Ry = 1.951T Rgy = 1.951T

Prsina _ (5T)(sin(50) _
2

Ruy = Rgy = =19151T7 ¢

Pxcosa (5T)(c05(50°))
2

M, = My = P*L*85ina _ (5T)(2m)ésin(50°)) — 0.9576 Tm<>

= 1.6070 T ==p

RAX - RBX -

Elemento 3.

2T.m
M, =0.5T.m 7 : RDMB = 0.5T.m
A ° (9)

1 1m 1m
R, =1.5T Rp. = 1.5T

_ _3M _ ()@T/m)
Ray =Ry =5, =5t = 1574
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My=Mp=2=2"=05T.mQ
Las fuerzas de fijacion y momentos de empotramiento calculados existirian si
restringiéramos de movimiento a todos los nodos, algo que en no ocurre. En
consecuencia, las fuerzas y momentos elasticos o efectivos actian sobre los nodos
en sentido contrario al que definimos, figura 2-7h, por lo que para fines de andlisis

estas son las fuerzas que aparecen

ST 2T 1.951T 1.951T 1.5T 15T
0.8T. 0.8T.m
' (h)
A D
- 2m e Am - . Im . . 1m . . 1m -
T, oy ey oy oy o

Al hacer la suma algebraica de las fuerzas y momentos en cada nodo se obtiene la
viga cargada que se analizara con el método de la rigidez, figura 2-7i.

2T 3.9151T 0.4151T 1.5T

0.8T. 0.1576T.m 1.4576T.m

A C@B 1.6070T
I

T e i e o -~

Se hace un cotejo entre las figuras 2-7i y 2-7c para plantear el vector de cargas C,
el cual debe dividirse en un vector de cargas conocidas C; y un vector de cargas
desconocidas Cp.

1

G, 0 2

Cs 1.4576 3

c, —0.1576 4

Cs | |_16070 | 5

. Cc) el | Rw-15 g
=8,) =1 ¢, |T|Rey—04151 | 7
Ce Rey —1.6070 | 8

Co Rgy, —3.9151 | 9

C1o Ryy — 2 10

Cis Ry 11

C12 M,-08 / 12
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Por la superposicion, los resultados del analisis matricial para las cargas de la tltima
figura se modificaran posteriormente con la viga sujeta a la carga real y a las
reacciones fijamente apoyadas.

Matriz de rigidez global para cada elemento

El sistema de coordenadas globales ya ha sido identificado con los ejes x,y,z.
Luego hacemos que las coordenadas locales x’, y’, z’ tengan su origen en el extremo
cercano de cada elemento, y que el eje positivo x” se dirija hacia el extremo lejano.
Bajo esas circunstancias, para cada componente de la viga los ejes x y x” seran
colineales dado que las coordenadas globales y del elemento seran todas paralelas.
Por esta razon, a diferencia del caso de las armaduras, no es necesario desarrollar
matrices de transformacion entre estos dos sistemas de coordenadas. En resumen,
aqui las matrices de rigidez global y local para un elemento de viga seran las
mismas; ello explica que las coordenadas de los nodos no fueran identificadas al
inicio del problema, puesto que légicamente, el calculo de los cosenos directores ya
no es necesario. Para determinar el momento de inercia con respecto al eje neutro
(pasando a través del centroide de la seccion transversal), usamos la tabla 2-4. Por
la simetria del perfil I, el centroide esta a 11.5c¢m de la parte inferior, figura 2-7j.

S R @: f(*h:n
9.5em
@) ..
&f& neutro —}{— ——————— R L — 13em (J)
.5em 1L5cm |
| S S — @: k i{: 4cm
Tabla 2-4 e 7
Bloque 1, (cm*) A (cm?) d (cm) Ad? (cm®)
1
= 3
1 (12) QO | 20y4) = 80 9.5 7220
= 106.6667
> (m)wasy
12 (4)(15) = 60 0 0
= 1125
1 3
3 (E) 20)(*) | (20)(4) = 80 9.5 7220
= 106.6667
Z ¢ 1338.3334 220 14440

Aplicando el teorema de los ejes paralelos se tiene
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I = Zlo + ZAal2 = 1338.3334 + 14440 = 15778.3334 cm* = 0.000157783 m*

El area de la seccion transversal y el médulo de elasticidad del acero son
A = 220cm? = 0.022m? E =2.1%107 T/m2

Se calcula la matriz de rigidez global para cada elemento con la ecuacion 2 — 20.
Los numeros de cédigo para cada columna y fila de estas matrices, que tienen la
peculiaridad de ser siempre simétricas, deben establecerse apropiadamente.

N, N, N, E, F, E,
EA 0 0 EA 0 0
L L Ny
12EI 6EI 12EI  6EI
7 7 Y T 1z |V
0 6EI 4EI 0 6EI  2EI
K = 12 L 12 L |- 2920
l E4 0 0 E4 0 0 F,
L L x
12E1 6EI 12E1 6EI
— _ 0 — Fy
L3 12 L3 12
6EI 2EI 6El  4EI
— — 0 -—— — JE
12 L 12 L
Elemento 1:
11 10 12 5 9 4
2.31 0 0 -2.31 0 0 11
/ 0 0.0497  0.0497 0 —0.0497 0.0497\10
b =105] O 0.0497  0.0663 0 —0.0497 0.0331 |12
1 —2.31 0 0 2.31 0 0 | 5
0 —0.0497 —0.0497 0 0.0497 —0.0497 / 9
0 0.0497  0.0331 0 —0.0497 0.0663 7/ 4
Elemento 2:
5 9 4 8 7 3
2.31 0 0 -2.31 0 0 5
/ 0 0.0497  0.0497 0 —0.0497 0.0497\9
b =105| O 0.0497  0.0663 0 —0.0497 0.0331 14
2 —2.31 0 0 2.31 0 0 |8
0 —0.0497 —0.0497 0 0.0497 —0.0497/7
0 0.0497  0.0331 0 —0.0497 0.0663 7/ 3

140



CAPITULO 2 ANALISIS ESTRUCTURAL

Elemento 3:

8 7 3 2 6 1
2.31 0 0 —2.31 0 0 8
/ 0 0.0497  0.0497 0 —0.0497 0.0497\7
= 105| O 0.0497  0.0663 0 —0.0497 0.0331 i3
3 —2.31 0 0 2.31 0 0 2
0 —0.0497 —0.0497 0 0.0497 —0.0497 /6
0 0.0497  0.0331 0 —0.0497 0.0663 7/ 1

Matriz de rigidez de la estructura

Ya que las matrices de rigidez de todos los elementos fueron determinadas, se
ensamblan para calcular K, la cual también debe ser simétrica y tiene un orden de
12 X 12 debido a que doce grados de libertad fueron designados para la viga.

K =10° *

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

0.0663 0 0.0331 0 0 | —0.0497 0.0497 0 0 0 0 0 1
0 2.31 0 0 o | 0 0 —-2.31 0 0 0 0 2
0.0331 0 0.1325 0.0331 o | —0.0497 0 0 0.0497 0 0 0 3
0 0 0.0331 0.1325 0 I 0 —0.0497 0 0 0.0497 0 0.0331 4

| _o___0___0___ o __ 462y 0 __ 0 __=231 0 ___0__-231__0_|5
—0.0497 0 —0.0497 0 0 I 0.0497 —0.0497 0 0 0 0 0 6
0.0497 0 0 —0.0497 0 I —0.0497 0.0497 0 —0.0497 0 0 0 7
0 -2.31 0 0 —2.31) 0 0 4.62 0 0 0 0 8

0 0 0.0497 0 0 | 0 —0.0497 0 0.0994 —0.0497 0 —0.0497 | 9

0 0 0 0.0497 0 | 0 0 0 —0.0497 0.0497 0 0.0497 |10

0 0 0 0 —2.31l 0 0 0 0 0 2.31 0 11

0 0 0 0.0331 0 ! 0 0 0 —0.0497 0.0497 0 0.0663 7 12

Dado que hay cinco incognitas de desplazamiento, la matriz de rigidez de la
estructura se secciona de tal forma que en la parte izquierda haya 5 columnas y en
la porcién superior haya 5 filas. Se sigue usando la misma nomenclatura que en las
armaduras para cada una de las submatrices, ecuacion 2 — 5.

K =

Igl_lil_K_li) (2-15)

K21 I KZZ

Célculo de las incognitas

Al hacer C = KD, ecuacién 2 — 8, se tiene

Rg, — 0.4151

Re, — 1.6070

Rp, —3.9151
Ry —2

RAx
M,—08

=105 *

0.0663 0 0.0331 0 0 | —00497 0.0497 0 0 0 0 0

0 2.31 0 0 0 : 0 0 —2.31 0 0 0 0
0.0331 0 0.1325  0.0331 0 | —0.0497 0 0 0.0497 0 0 0

0 0 0.0331  0.1325 0 0 —0.0497 0 0 0.0497 0 0.0331

. _o0___0___0___0 __462y O ___0__=231__0___0__ =231__0__]|2

—0.0497 0 —0.0497 0 0 | 0.0497 —0.0497 0 0 0 0 0
0.0497 0 0 —0.0497 0 | —0.0497 0.0497 0 —0.0497 0 0 0

0 —2.31 0 0 —2.31l 0 0 4.62 0 0 0 0

0 0 0.0497 0 o ! 0 —0.0497 0 0.0994 —0.0497 0 —0.0497

0 0 0 0.0497 0! 0 0 0 —0.0497 0.0497 0 0.0497

0 0 0 0 —2.31I 0 0 0 0 0 2.31 0

0 0 0 0.0331 (U 0 0 0 —0.0497  0.0497 0 0.0663
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El sistema matricial anterior es equivalente a la ecuacion 2 — 9.

(@)= e
Se calculan los desplazamientos desconocidos al extraer y resolver un primer
subsistema que en seguida se reescribe.
Cc = K11Dp + K1,D (2-10)
Igual que en las armaduras, como D, vale cero, la ecuacion anterior pasa a ser

CC = KllDD (2 - 12)

Por lo tanto,
0.5 0.0663 0 0.0331 0 0 Op
/ 0 0 2.31 0 0 0 \/AHD
1.4576 |=10%%]0.0331 0 0.1325 0.0331 0 || 6¢ |
—0.1576 0 0 0.0331 0.1325 o/ 93/
—1.6070 0 0 0 4.62) \Ayg

/ \ / 0. 0000176 rad \
AHD
0. 0001158 rad
HB —0.0000408 rad
Ayp —0.0000035m

Se puede hacer un andlisis de los resultados; por ejemplo, note como el nodo D
experimenta una rotacién antihoraria de 0.0000176 rad y en realidad no se desplaza
horizontalmente.

Las reacciones se obtienen de resolver un segundo subsistema que fue citado en
las armaduras.

CD = K21DD + K22DC (2 - 11)

Como ya se menciono, D, =0, asi que nuevamente de la ecuacion 2 — 14,
Cp, = K,1Dp, y al usar los desplazamientos calculados se tiene

/ Rpy —1.5 \ —0.0497 0  —0.0497

Ry —0.4151 / 0.0497 0 0 —0. 0497 \ 0. 0000176 / 0.2902

| Rex —1.6070 | 0 -2.31 0 0 231 | 0.8035

| Rp, —3.9151 | =105 * 0 0 0.0497 0 0. 0001158 =1 05755

| Ry-2 | 0 0 0 0. 0497 0 1| —0.0000408 —0.2030

\ R, 0 0 0 2. 31/ —0.0000035 \ 0.8035
M, — 08 0 0 0 0. 0331 0
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En consecuencia,
Rpy — 1.5 = —0.6628 = Rpy = —0.6628 + 1.5 = 0.8372T = = Ry, = 0.8372T]
Rey — 0.4151 = 0.2902 = R¢y = 0.2902 + 0.4151 = 0.7053T = - Rey = 0.7053TI
Rcy — 1.6070 = 0.8035 = R, = 0.8035 + 1.6070 = 2.4105T = .. R, = 2.4105T™=
Rpy —3.9151 = 0.5755 = Rp, = 0.5755 + 3.9151 = 4.4906T = - Ry, = 4.4906TI
Ryy —2=-0.2030 = Ry, = —0.2030 + 2 = 1.7970T =~ Ryy = 1.7970TI
Ry, = 0.8035 =. R,, = 0.8035T™==
M, — 0.8 = —0.1353 > M, = —0.1353 + 0.8 = 0.6647 T.m = M, = 0.6647T.m<

Se muestran los resultados obtenidos en el diagrama de la figura 2-7k.

Cp,=4T

2

Paribola T /m Fiy=38302T

M, =0.6647T.m (k)
Rax = 0.8035T D
Ryy=
ay=1,7970T . Rey—0.9053T
By= 4.4906T Rpy=0.8372T

Se comprueba el equilibrio externo de la viga. Se resuelve la fuerza de 5T en sus
componentes x y y, y se determina la fuerza resultante de la carga distribuida y su
punto de aplicacién de la carga parabdlica.

Fy, = 5 *sin 50° = 3.8302T Fyy = 5% cos50° = 3.2139T
2\ 7 )
Cp = (§> (31/m)(2m) = 4T ¥ =1m
+1 Z Fy =1.7970 — 4 + 4.4906 — 3.8302 + 0.7053 + 0.8372 =0 ok

+- Z Fx =0.8035 —3.2139 + 2.4105=0 ok

E MA = —0.6647 + 4(1) — 4.4906(2) + 3.8302(3) — 0.7053(4) + 2 —0.8372(6) =0 ok
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Ejercicio 2.8 Solucion de una viga con asentamiento en un apoyo por medio
del método de larigidez matricial.

Instrucciones  Determine las reacciones en los soportes de la viga mostrada en
la figura 2-8a que esta sometida a una carga puntual de 20T aplicada a la mitad
del claro B — C, si el soporte B se asienta 1.5cm. Considere que E = 2 x 10’T/m? y
que I = 0.00171m?*, es decir, EI = 3.42 x 10*T — m2,

20T

_4 . E
A

< Sm >< E.Sm}{ 2.5m}{ S >< am z
(@
Figura 2-8
SOLUCION
Notacion

La viga tiene cuatro elementos y cinco nodos, los cuales son identificados de
forma respectiva por nimeros dentro de un cuadrado y dentro de un circulo. De
los diez grados de libertad, cinco son desconocidos y como siempre se codifican
numeéricamente en primer lugar, figura 2-8b.

— — —_—
>< 251rr?,}:"r 25m}{ Sm Z< Sm o
(b)
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Vector de desplazamientos

Aunque el soporte articulado B impide la deflexion en ese punto, hay un
desplazamiento impuesto de 1.5¢m, el cual aparece en el vector D con magnitud
negativa porgue se presenta en la direccion x negativa, es decir, hacia abajo, y
debe convertirse en metros para manejar una congruencia de unidades. Como en
los soportes A hasta E, la pendiente o rotacion () es desconocida, entonces,

Dl BA 1

D2 93 2

D3 HC 3

Dy 0p 4

D = (.l_)_D_) — __l_)_5 ______ _915 _____ 5
c Dg 0 6

D, 0 7

Dg 0 8

Dy |\ —-0.015/ 9

Dio 0 10

Vector de cargas

Se hace la suposicion de que cada nodo impide todo tipo de grado de libertad. El
elemento 2 es el Unico que esta cargado, asi que solamente se tienen las fuerzas
de fijacion y momentos de empotramiento perfecto siguientes, figura 2-8c.

20T
M, = 12.5T.m l Mg = 12.5T.m
C D
2.5m 2.5m r

R, = 10T Rgy = 10T

(c)
p PL  20T(5m)
Ray = Rpy = 5 = —— =107 My=Mp=— = —== 25T.mG o
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Las acciones anteriores actuan realmente en sentido opuesto. Se representa la
viga con cargas nodales, figura 2-8d.

10T 10T
12.5T.m l l 12.5T.m
A E
1.5cm C > D
B
5m 2.5m 2.5m 5m 5m
(d)

Por lo tanto, la matriz de cargas es

C1 0
G, 0 ;
Cs 12.5 3
Cy ~125 | 4
C= C_c_> _ LG |[_l-—0__]|s
\Cp) | G | Ry 6
Cq Rey—10 | 8
Co Rgy—10] 9
Cio Ry /10

Matriz de rigidez global para cada elemento

La matriz de rigidez global para un elemento de viga con eje longitudinal en x
puede reducirse a la forma de la ecuacién 2 — 21, en caso de que no se presente
carga axial en ella y se desprecie la deformacién axial.

N, N, F,F
12E1  6EI  12EI  6EI
13 12 13 12 Ny
| 6Bl 4EI 6El 2Bl |
| 1z L 12 L z B
ki=| 1281 6EI 12EI  6EI ; (2-21
= 7 5 "
6EI  2EI 6EI  4EI |
12 L 12 L ?

146



CAPITULO 2 ANALISIS ESTRUCTURAL

Entonces, la matriz de rigidez de cada elemento se determina mediante la
ecuacion 2 — 21. De acuerdo con los numeros de cédigo y las direcciones de los
elementos se tiene

Elemento 1:
10 5 9 4
0.0960 0.2400 —0.0960 0.2400 \ 10
=320 200 o0 oz nao |
0.2400 0.4000 —-0.2400 0.8000 / 4
Elemento 2:
9 4 8 3
0.0960 0.2400 —0.0960 0.2400 \ 9
R W M
0.2400 0.4000 —0.2400 0.8000 / 3
Elemento 3:
8 3 7 2
0.0960 0.2400 —0.0960 0.2400 \ 8
fy =342 10¢ S0 o0 “02i0. 0100 |
0.2400 0.4000 —0.2400 0.8000 / 2
Elemento 4:
7 2 6 1
0.0960 0.2400 —0.0960 0.2400 \ 7
k= 242010 S0 “0200 00960 02400 |6
0.2400 0.4000 —0.2400 0.8000 /1

Matriz de rigidez de la estructura

Se forma la matriz de rigidez de la estructura al ensamblar los elementos de las
matrices de rigidez anteriores y se le efectia la particion adecuada. Entonces,
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0.8000 0.4000 0 0 0 :—0.24-00 0.2400 0 0 0 1
/0.4000 1.6000 0.4000 0 0 |—0.24-00 0 0.2400 0 0 \ 2
| 0 0.4000 1.6000 0.4000 0 | 0 —0.2400 0 0.2400 0 [ 3
0 0 0.4000 1.6000 0.4000 | 0 0 —0.2400 0 0.2400 4
K= 342+ 10° __0_____0____0____0.4_020__o._smJ__tJ____fJ_____o__:QZAtJ_o_QZ;ttJ_tJ_‘ 5
’ —0.2400 —0.2400 0 0 0 10.0960 —0.0960 0 0 0 6
0.2400 0 —0.2400 0 0 1-0.0960 0.1920 —0.0960 0 0 | 7
0 0.2400 0 —0.2400 0 I 0 —0.0960 0.1920 —-0.0960 0 8
\ 0 0 0.2400 0 —0.2400 I 0 0 —0.0960 0.1920 —0.0960/ 9
0 0 0 0.2400 0.2400 ! 0 0 0 —0.0960 0.0960 7 10

La nomenclartura asociada a las submatrices, como de costumbe, es

K = 1{1_11_1{1;)
Kz | K2

Célculo de las incognitas

Al escribir € = KD, se extraen y se resuelven dos subsistemas con la finalidad de
determinar primero las incégnitas y luego los desplazamientos.

El primer subsistema es como la ecuacion 2 — 10.
Cc = K11Dp + K12D¢

Como esta vez el vector D, es diferente de cero, el despeje de los
desplazamientos desconocidos es

Dp = K1 1(Cc—Klch) (2_22)
En consecuencia,
04 0.8000 0.4000 0 0 0o \ '
g 0.4000 1.6000 0.4000 0 0
¢ =3421*104* 0 0.4000 1.6000 0.4000 0
6, ' 0 0 0.4000 1.6000 0.4000
0 0 0 0 0.4000 0.8000
[/ 0 \ /—0.2400 0.2400 0 0 0 \ / 0 \]
[[ o —0.2400 0 0.2400 0 0 0 |
«|| 125 |—(3.42+10%) 0 —0.2400 0 0.2400 0 * 0 I
| —125 0 0 —0.2400 0 02400 | | —0.015 ||
I\ o 0 0 0 —0.2400 0.2400 o /I
0a 0.00037rad
Op —0.000741rad
Oc | =| 0.002593rad
0, 0.000284rad
Og —0.004642rad
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El segundo subsistema es el denotado por la ecuacion 2 — 11.
Cp = K21Dp + K3, D¢

Al usar los resultados recién obtenidos y simplificar se tiene

Rgy —0.2400 —0.2400 0 0 0 0.00037
Rpy 0.2400 0 —0.2400 0 0 —0.000741
Rey — 10 | = (3.42 % 10%) 0 0.2400 0 —0.2400 0 0.002593
Rgy — 10 0 0 0.2400 0 —0.2400 0.000284
Ray 0 0 0 0.2400  0.2400 —0.004642
0.0960  0.0960 0 0 0 0
—0.0960 0.1920 —0.0960 0 0 0
+(3.42 * 10%) 0 —0.0960 0.1920 —0.0960 0 0
0 0 —0.0960 0.1920 —0.0960 || —0.015
0 0 0 —0.0960 0.0960 0
Rgy 3.04007
Rpy —18.2404
Ry —10 | =] 408377
Rgy — 10 —39.1144
Ray 13.4771

Rgy = 3.04007 = =~ Rpy = 3.04007TI
Rpy = —18.2404 = Rpy = 18.2404Tl
Rey — 10 = 40.8377 = Roy = 40.8377 + 10 = 50.8377 = Rpy = 50.8377T]
Rpy — 10 = —39.1144 = Rpy = —39.1144 + 10 = —29.1144 . Rpy = 29.1144Tl
Ry = 134771 = + Ry = 13.4771T]

En el diagrama de la figura 2-8e pueden ser visualizados los valores de las
reacciones en los soportes de la viga hiperestatica cuyo apoyo B se asienta 1.5cm.

20T

A C A A
B
I< 5m 2.5m 2.5mJ< 5m >l< 5m
R,y = 13.4771T T

Ry = 50.8377T  Rpy = 18.2404T Rgy = 3.04007T
Rpy = 29.1144T

(e)
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Ejercicio 2.9 Resolucion de un poértico plano con el método de la rigidez
directa.

Instrucciones Para el marco que se muestra en la figura 2-9a, calcule las
reacciones en los empotramientos Ay C. Obsérvese que la columna inclinada recibe
una carga distribuida uniforme de 4T /m ortogonal a su eje. Considere para ambos
miembros el médulo de elasticidad del concreto con f'c = 250kg/cm? y una seccién
transversal rectangular de base b = 20cm y altura h = 30cm.

5T
. (a)
Figura 2-9
g

2m

SOLUCION

Notacion

Se divide la estructura en elementos finitos. El marco tiene dos elementos y tres
nodos que han sido identificados arbitrariamente por medio de numeros encerrados
en un cuadrado y en un circulo, de manera respectiva, figura 2-9b. Se coloca una
flecha adyacente en cada elemento para simbolizar de forma arbitraria sus extremos
lejano F y cercano N, con el criterio de que la punta de la flecha se dirige hacia el
extremo alejado. El origen de las coordenadas globales x,y,z que tienen su
direccién positiva hacia la derecha, hacia arriba y en el sentido antihorario, es
establecido en el punto O con la finalidad de que todos los nodos tengan
coordenadas positivas.

En un marco, los efectos de la flexidn, la fuerza cortante y la fuerza axial deben ser
considerados, en consecuencia, en cada nodo hay tres grados de libertad, los
cuales corresponden a un desplazamiento horizontal, un desplazamiento vertical y
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una rotacion. La estructura es cinematicamente indeterminada de tercer grado, ya
que de los nueve grados de libertad, tres no estan restringidos. Los grados de
libertad se codifican numéricamente de tal modo que los nimeros mas bajos de
cadigo representen los desplazamientos desconocidos, mientras que los numeros
mas altos indiquen desplazamientos conocidos.
¥
s

5 SIT 2,

: [
(0,4) (34) 3
1
—

oF

(b)

0
(0,0)

W
M

2m 2m

Vector de desplazamientos

Como los empotramientos 1y 2 restringen de movimiento a esos nodos, se tiene el
siguiente vector de desplazamientos D, el cual se divide en dos vectores: el de
desplazamientos desconocidos D, y el de desplazamientos conocidos D,.

D1 AHB 1

D, oy | 2

Dy Oz |3

D, 0 |4

D <II;D> Ds |=| o0 |5
¢ Dg 0 |6

D, 0o 17

Dg 0 /8

Dq 0’79

Vector de cargas

Si se impone una restriccion total de movimiento en cada nodo, entonces todos los
nodos estaran empotrados imaginariamente, figura 2-9c. Bajo esa condicion, se
calculan las fuerzas de fijacibn y momentos de empotramiento perfecto asociadas
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a cada elemento, figuras 2-9d y 2-9e. Remitase a un formulario o deduzcalas de
preferencia.

(c)

= ol
T i

2m 2m

Elemento 1.
5T
A B
M, =25T*m Mg =25T*m (d)
2m 2m
Ry =25 Rgy =25

P 5T
RAY:RBY:E:7:2'5TI

M, =L STUm _ oo
B ™ g 8

=
I

Elemento 2.

Al rotar el elemento 2 de tal modo que su eje sea horizontal y si se sabe que su
longitud es L = /(4m)? + (1m)? = 4.1231m, se tiene
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4T fim

g Lilllllils
My = 5666TT emr /] A B My = S.6667T = m (e)
1_. 21231m f
Ry =I5.E46..!]" Rpgy = B.2462T
Ry = Ryy = % _ (4T/m)(42L.1231m) _ 8.2462"
_ _ WL* _ (4T/m)(4.1231m)*> _
My=Ms=—= - = 5.6667 T.mc )

Las fuerzas de fijacion y momentos de empotramiento calculados existirian si
restringiéramos de movimiento a todos los nodos, algo que no ocurre realmente,
pues el nodo B esta libre. Por lo tanto, las fuerzas y momentos elasticos o efectivos
sobre los nodos actian verdaderamente en sentido opuesto al definido, asi que para
fines de andlisis estas son las fuerzas que aparecen, figura 2-9f.

25T 25T 2T

6 T

2.5T.m 2 2462

2.5T.m P‘a

_S-T M

A

5.6667T.m
A (f)
5.6667T.m ggqﬁlr
A 2m T 2m R

Evidentemente, las fuerzas de 8.2462T son ortogonales al miembro B — C; puesto
gue en los nodos B y C hay numeros de codigo en la direccion de los ejes globales,
estas fuerzas deben ser resueltas en sus componentes rectangulares horizontal y

vertical, figura 2-9g.
4
0, = tan‘li = 75.96°

©) F|8 A%  F =82462%cos(75.96°) =2T  F, = 8.2462 * sin(75.96°) = 8T
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Al hacer la suma algebraica de las fuerzas y momentos en cada nodo se obtienen
las acciones totales en ellos. Finalmente, el marco cargado que se analizara con el
método de la rigidez es el que se observa en la figura 2-9h.

2.5T 45T

2.5T #+m 3.1667T *m
H— T ry

dim (h)

2T
7T «+m

e

2m 2m 1m”~

I
W

& e
- =

Al efectuar un cotejo entre esta figura y la 2-9b elaborado en la parte de notacion,
se concluye que el vector de cargas C, el cual se parte en un vector de cargas
conocidas C. y un vector de cargas desconocidas C, es

Cy —8 1

C, —4.5 2

Ca -3.1667 |3

C C4 RAx 4

C = (“C_'_C_> =|C | = Ry, — 2.5 5
b Ce M,—25 |6

¢y Rcx — 8 7

Cg Rey—2 |8

Co M. + 5.6667/ 9

Cosenos directores y matriz de rigidez global para cada elemento
De acuerdo a la informacién proporcionada al inicio, para los dos elementos se tiene

A = (0.2m)(0.3m) = 0.06m?
E = 14000V250 = 221359.4362 kg/cmz = 2213594.362 T/m2

bh®>  (0.2m)(0.3m)*
12 12

I = = 0.00045m*
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La matriz de rigidez global de un miembro de marco se obtiene de

N, N, N, F, E, F,
AE .5 | 12EI o5 AE  12EI 6EI AE .5 | 12EI o5 AE  12EI 6EI
(L A+ L3 Ay) (L L3 )Axly 12 Ay (L Ax + L3 /13’ L L3 Axly 12 AJ’
AE  12EI AE o5 | 12EI 55 6EI AE  12EI AE .5 | 12EI 55 6EI
(L L3 )lxly (L Ay + L3 Ax) 12 Ax (L L3 )/1"/13’ (L AJ’ + L3 Ax 12 A
6EI 6EI 4EI 6EI 6EI 2EI
Ay 7 Ax - =My -2 —

L2 L

—(FEa+22R) (-2, 2 (Ea+EEn) (B-EF)an, 2,

L L L3 L L3 L2

AE 12EI1 AE 2 12E1 2 6EI AE 12E1 AE 2 12E1 2 6EI
F-T)an —(TR+52) -Fa (T-T)u  (THB+ 2 7

6EI 6EI 2EI 6EI 6EI 4EI

— Ty R T =M L T

z = =

NS ST

Se aplican las ecuaciones 2 — 2,2 — 3y 2 — 23 a cada elemento. Por consiguiente,

Elemento 1. Debido a que el extremo cercano es (1) y el extremo lejano es (2),

tenemos
L=4 n=t"9_4 ="ty
=4m x = 2 = y = n =

4 5 6 1 2 3
3.3204 0 0 —3.3204 0 0 4
/ 0 0.0187  0.0374 0 —0.0187 0.0374 \5
e 10| O 0.0374  0.0996 0 —0.0374 0.0498 |6
1 —3.3204 0 0 3.3204 0 o |1
0 —0.0187 —0.0374 0 0.0187 —0.0374 |2
0 0.0374  0.0498 0 —0.0374 0.0996 7/ 3

Elemento 2. Puesto que el extremo cercano es (2) y el extremo lejano es (3), se tiene

L = 41231 =2 ours 2. =2"% _ 9701
- m * = 21231 YT 21231
1 2 3 7 8 9

0.2055 —0.7538 0.0341 —-0.2055 0.7538 0.0341 \ 1

/—0.7538 3.0325 0.0085 0.7538 —3.0325 0.0085 \IZ

k, = 10* 0.0341 0.0085 0.0966 —0.0341 -0.0085 0.0483 |3
—0.2055 0.7538 —0.0341 0.2055 —0.7538 -—0.0341 {7

k 0.7538 —3.0325 -0.0085 -—0.7538 3.0325 —0.0085/ 8

0.0341 0.0085 0.0483 —0.0341 -0.0085 0.0966 7 9

Considere que las matrices de rigidez de los elementos deben ser simétricas.
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Matriz de rigidez de la estructura y célculo de las incognitas

Para calcular la matriz de rigidez de la estructura K, la cual también es simétrica y
tiene un orden de 9 X 9 dado que nueve grados de libertad fueron designados para
el marco, se ensamblan las matrices anteriores.

1 2
3.5259 —0.7538

—0.7538  3.0512
| 0.0341_ —0.0288

—3.3204 0

K =10* 0 —0.0187
0 —0.0374

| —02055 0.7538

\ 0.7538  —3.0325

0.0341  0.0085

3 4 5 6
0.0341 :—3.3204 0 0
-0.0288 | 0 —0.0187 —0.0374
01962 | 0 0.0374 _ 0.0498
0 }_3.3204 0 0
00374 | 0 0.0187  0.0374
0.0498 | 0 0.0374  0.0996
—0.0341 : 0 0 0
—-0.0085 | 0 0 0
0.0483 | 0 0 0

7 8 9
—0.2055 0.7538  0.0341\ 1
0.7538 —3.0325 0.0085 )2
—0.0341 _—0.0085 _ 0.0483 {3
0 0 0 4
0 0 0 5
0 0 0 6
0.2055 —0.7538 —0.0341 I7
—0.7538 3.0325 —0.0085/ 8
0.0341 —-0.0085 0.0966 7/ 9

Como se tienen tres incognitas de desplazamiento, la matriz anterior se secciona
de tal modo que en la parte izquierda haya 3 columnas y en la porcién superior haya
3 filas. Cada submatriz se identifica asi

Se requiere de C = KD.

-8 3.5259
—4.5 —0.7538
—3.1667 0.0341
__Rax___ —3.3204
Ray — 25 |=10* 0
M, —2.5 0
Rcx — 8 —0.2055
Rey — 2 / \ 0.7538
M + 5.6667 0.0341

K =

Particularmente, para este marco tenemos

De forma general, el sistema matricial es

(_C_C) _ Ifl_ll_lﬁz) Dp
CD KZI! KZZ

D¢

)

—0.7538 0.0341 -3.3204 0
3.0512 —0.0288 | 0 —0.0187
| 0.0341 —0.0288 _0.1962 | _0 0.0374
0 0 :_3.3204 0
—-0.0187 00374 | 0 0.0187
—0.0374 0.0498 | 0 0.0374
0.7538 —0.0341 : 0 0
—3.0325 —0.0085 | 0 0
0.0085 0.0483 | 0 0

0 —0.2055 0.7538
—-0.0374 0.7538 —3.0325
0.0498 —0.0341 -—0.0085
0 0 0

0.0374 0 0
0.0996 0 0
0 0.2055 —0.7538
0 —0.7538 3.0325
0 0.0341 —-0.0085

0.0341
0.0085

—0.0341
—0.0085
0.0966

Los desplazamientos desconocidos se determinan extrayendo y resolviendo un
primer subsistema correspondiente a

Cc = K11Dp + K1,D¢

Debido a que D, es un vector nulo, la ecuacion anterior se simplifica a

Cc = K11Dp
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Por lo tanto,

-8 3.5259 —0.7538 0.0341 \ /Aus
< —45 >= 10* (—0.7538 3.0512 —0.0288><5v3>
3.1667 0.0341 —0.0288 0.1962 O
App —0.00025989 m
(%) = ( —0.00022682 m )
05 —0.00160176 rad

Al realizar un andlisis de estos resultados, notamos que el nodo B experimenta una
rotacion horaria de 0.0016 rad y se desplaza horizontalmente hacia la izquierda
0.00026 m y verticalmente hacia abajo 0.0016m.

Las reacciones se obtienen a partir de resolver un segundo subsistema que es
Cp = K21Dp + K32 D¢
Como ya se menciond, D, es un vector cero, asi que
Cp = K21Dp

Al usar los desplazamientos calculados se tiene

/ . RAxZ ; \ /—3.3204 0 0 8.6294
Ay — 4 0 —0.0187 0.0374 \ /—0.5560\
My=25 | _ 104, O —0.0374 0.0498 | :g'gggggzgg _ | —0.7130 |
Ry — 8 —0.2055 07538 —0.0341 |\ _ ‘o o e —0.6294
Rey —2 0.7538 —3.0325 —0.0085 : 5.0560
M, + 5.6667 0.0341  0.0085  0.0483 —0.8819
Entonces,

Ry = 8.6294 .. R,y = 8.6294T ==

Ray — 2.5 = —0.5560 = Ry, = —0.5560 + 2.5 = 1.944 =.. R,, = 1.944TF

M, —2.5=—-0.7130 = M, = —0.7130 + 2.5 = 1.787 = M, = 1.787T.m&

Rex — 8 = —0.6294 = R, = —0.6294 + 8 = 7.3706 = R¢, = 7.3706T =
R¢y — 2 = 5.0560 = R, = 5.0560 + 2 = 7.0560 = R, = 7.0560TT

Mc + 5.6667 = —0.8819 = M, = —0.8819 — 5.6667 = —6.5486 =.. M. = 6.5486T. me®

En la figura 2-9i se muestran las reacciones en los empotres del marco.
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5T
Fiy—ar
|
R = >
Ay = B.6294T > g J
M, = 1.787T »m . - 164924
1
= 2 L
Ry, = 1.944T 3 = 6, v
5 o 1x= 16T
":r. ol
-
() o 3 !
2 Rcy*
- o
Rcy = 7.3706T ——
< s fﬁuqi-ﬂ"" : ﬂ‘fc = 6.54‘86?1 * Tl
=745 1m
M Rexs " Rey=7.056T
0.5m 53
2
W
o
0
)
e

Se demuestra el equilibrio externo del marco. La fuerza resultante de la carga
distribuida de 4T /m, que obviamente tiene su punto de aplicacion a la mitad del

miembro B —C, es F; = (4T/m)(4.1231m) = 16.4924T, y al resolverla en sus
componentes x, y, figura 2-9j, resulta

, 1
497247 F,, = F -sinf, = 16.4924T( ) = 4T
() Fy ;__:]:6.'-- - ’: Fyy v ' V17
p——
— B
L — = — — — — —
Fix

4
Fi, = F -cosB; = 16.4924T (—) = 16T
1x 1 \/1—7
+- Z Fx =8.6294 —-16+7.3706 =0 ok

+TZFy=1.944—5—4+7.056=0 ok

E MA =0

—1.787 + 5(2) — 7.3706(4) — 7.056(5) + 6.5486 + 16(2) + 4(4.5) =0 ok
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CAPITULO 3

INTRODUCCION A LA DINAMICA
ESTRUCTURAL

Ejercicio 3.1 Andlisis de un sistema de un grado de libertad, sin
amortiguacion.

Instrucciones  Resuelva la ecuacion la ecuacion diferencial del movimiento para
un sistema de un grado de libertad, sin amortiguacion, figura 3-1a.

sy

k
AYAVAYA m
O O
(a)
Figura 3-1
SOLUCION

En primer lugar se efectia un diagrama de cuerpo libre, figura 3-1b.

ky Cm—— === mj
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En este caso, para obtener la ecuacion del movimiento, se emplea el principio
D’Alembert, el cual indica que todo sistema estructural puede ser llevado a un
estado de equilibrio dindmico si se afiade a las fuerzas externas una fuerza ficticia
denominada fuerza de inercia, que actia en direccion contraria al desplazamiento y
que es equivalente al producto de la masa por la aceleracion (my). Aqui el oscilador
es desplazado en la direccion de la coordenada y positiva (hacia la derecha).
Asimismo, en la figura 3-1b aparecen la fuerza del resorte lineal F. = ky, el peso del
cuerpo mg Yy la reaccion normal N de la superficie soportante. En consecuencia, de
la sumatoria de fuerzas en y se obtiene

my+ky=0———(1)
Siy = e, entonces y = le?t y j = 12e?t, de tal modo que la ecuacion 1 pasa a ser
mA?et + ke =0 - ——(2)
Factorizando en (2) se tiene
(mA%2 + ke =0———(3)
Con e?t # 0, tenemos
mli+k=0—-——(4)
Se despeja 12 de la expresion (4).
A2 =—k/m
Si w? = k/m, donde w es la frecuencia natural del sistema, se obtiene
P =—-w?>1=+iw

Por consiguiente, la solucion general para la ecuacién diferencial de segundo orden
es

y = Ce'®t + Ce™ @t — — — (5)

Si se diferencia con respecto al tiempo la ecuacién (5), se infiere la ecuacion de la
velocidad y.

y = Ciiwe'®t — Cyiwe™t — — — (6)

Ahora se determinaran las constantes de integracion C; y C,. Para ello, se
consideran las siguientes condiciones iniciales referentes a la inicializacion del
movimiento para el desplazamiento y la velocidad iniciales: 1) y = y,,ent =0y 2)
y=v,€ent=0.

Reemplazando la condicién 1) en la ecuacion (5) da

Yo=C1+Co———(7)
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Aplicando la condicion 2) a la ecuacién (6) da
vy = Ciiw — Chiw — — — (8)
Se resuelve el sistema simultaneo de ecuaciones (7) y (8).
Se despeja €, de la ecuacion (7).
Ci=Y—C,———(9)
Se combina la ecuacién (9) con la ecuacion (8).
vo = (Yo — Cy)iw — Chiw = vy = iwyy, — 2iwC, — — — (10)
Con base en la ecuacion (10), se obtiene C,.
=gt = = () () =3 () =3l 1)
En consecuencia,

&} =J’o_%(J’o+i%) =%(}’o_i%)

Por lo tanto, al usar lo resultados recién calculados para C; y C, en la expresion
algebraica (5), se llega a

y =2 (30— 1 22) et 4 2 (yp + i 22) et — —— (11)

No obstante, dadas las siguientes relaciones de Euler:
etl®t = cos wt + i sin wt
Lo cual conlleva a que la ecuacion (11) se convierta en
1 Vo L 1 . Vo ..
y = E(yo - LE) (coswt + isinwt) + E(yo + LZ) (coswt + isinwt) — — — (12)

Finalmente, agrupando términos en la ecuacion precedente, resulta
Vo .
Yy = Yy, cos wt +Zsmwt - —-—014)

Donde w = \/k/m.

La ecuacion (14) es la respuesta de un sistema de un grado de libertad en vibracion
libre sin amortiguamiento.
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Ejercicio 3.2 Andlisis de un sistema de un grado de libertad, con
amortiguacion.

Instrucciones  Resuelva la ecuacion la ecuacion diferencial del movimiento para
un sistema de un grado de libertad, con amortiguacion, figura 3-2a.

k Hy
% AN m = p(t)

c
(a)
Figura 3-2

SOLUCION

Para el oscilador simple con amortiguacion viscosa, figura 3-2a, aparece un nuevo
término,c, que es el coeficiente de amortiguacién viscosa. Por su parte, k y m siguen
siendo la constante del resorte y la masa, de forma correspondiente.

Con base en el diagrama de cuerpo libre mostrado en la figura 3-2b, en el que se
ha incorporado la fuerza de inercia my con el objeto de aplicar el principio
D’Alembert, considerando que el desplazamiento es positivo en la direccion de la
aplicacion de la carga y si ademas se supone que p(t) = 0, de la suma de fuerzas
en la direccion y se obtiene la siguiente ecuacién diferencial del movimiento:

C)./ h\ my

(b)

+—>2Fy=0

—ky—cy—-my=0=>my+cy+ky=0———()
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- Caso |— amortiguamiento critico, ¢ = 1.
A=—=¢w———-(1)
Sustituyendo ¢ =1 en la ecuacion (1) da
A=-w
y la solucién es
y=e vt ———(2)

Como la ecuacion diferencial es de segundo orden, debe haber dos soluciones
linealmente independientes que formen la solucion general.

Para obtener una segunda solucion se propone que y, = y,f(t), donde f(t) es una
funcion a determinar.

y,=ef()-——(@3)

Derivando dos veces la ecuacién (3) respecto del tiempo se obtiene
Y2 = e f (D) + (—w)e™'f () = [f() - of O]e™" == = (4)
Vo = [f(O) = wf (O] (~we™) + [£(6) — wf (D](e™")
= [~of () + @?f(©) + f(D) — wf (D](e™) = [f(1) — 20f (1) + W?* f(D](e™) = == (5)

Combinando las ecuaciones (4) y (5) con la ecuacion diferencial (I) tenemos
m[f(t) — 20f () + 02 f (©)](e™%) + c[f(t) — wf(O)]e™®t + ke~ ®tf(t) = 0
[mf(t) + (—20om + o) f(t) + (mw? — cw + Kf(®)]e @t =0

Para obtener la solucion no trivial se requiere que

et £0
mf(t) + (c — 2om)f(t) + (mw? — cw + k) f(t) =0 — — — (6)
k
(4)2 = E,f =1
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¢ =¢&c, = 2mwé = 2mw(1) = 2mw

Reemplazando los valores precedentes en la expresion matematica (6), resulta
. . k
mf () + [2me — 2mw]f(t) + [m (E) — C2mw)w + k] £(O) =0

mf(t) + (k — 2mw? + k) f(t) = 0
mf () + <2k - zm( ))f(t) — 0

mf(t) + 2k — 2k)f(t) =0
mf(t) =0

A _ L d (df(t)> _
dt

dez dt

o522
()

fdf(t) =fk1dt

f(®) = kit +k;
Ly =e kit + k) ———(7)
La solucién general tiene la siguiente forma:
y=ay1 +ay, — — —(8)
Sustituyendo las ecuaciones (2) y (7) en la ecuacion (8) da
y=a.e”? +a,e”“(kit+ ky) = aje”“t + aykte” @t + ay ket
= (a; + ayky)e™®t + ayk te™®t
Si
c; = a; +ayk,
cy, = ayk,
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Entonces
y =cre”®t + cpte @t — — — (9)
Se comprueba que las soluciones son linealmente independientes a través del

Wronskiano.

-wt —wt

yi=e Yy, = te

y1 = —we ®  y, =t(—we ) +e ¥ = (—wt + 1)e ¥t

Y1 Y2
W=l 3l
_| et te” @t — -t —wty| 1 t
W= —we ™% (1 - wt)e @t =e (e )|—cu 1—a)t|

e 291(1 — wt) — (—w)t] = e 29 (1 — wt + wt) = e 2@t
Obsérvese que
e @t %0

~ Y1 ¥y, son linealmente independientes. En consecuencia, efectivamente la
solucion general es la representada en la ecuacion (9).

Las condiciones iniciales son

a) y(0) = yo b) y(0) = v,
Al derivar la expresion (9) respecto del tiempo, se tiene

y=—wcie” + c,[(1 — wt)e @] — — — (10)

Aplicando la condicion a) en la ecuacion (9) resulta

Vo = c1e° + ¢,(0)e® = ¢, — — — (11)
Aplicando la condicion b) en la ecuacion (10) se llega a

vy = —we e’ + ¢,[(1 — w(0))e’]
Vo = —WCy + vy = —wYy + ¢, — — — (12)
Al despejar ¢, de (12) se tiene
C; = Vg + wy, —— — (13)

El reemplazamiento de las ecuaciones (11) y (13) en la ecuacion (9) conlleva a
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Y = yoe ' + (vy + wyy)te™®t

y =e Uy + (vy + wyo)t]

- Caso ll— estructuras sobre-amortiguadas, ¢ > 1.
A=—¢wt&2-1
La solucion general es

y = Cle(—f(uﬂu\/fz—l)t + Cze(—fw—wx/fz—l)t . (1)

Llamando wp = w\/ﬁ y factorizando a e~%¢t se tiene
y = e 59 (¢ e@nt) 4 cye-wnd)) — — — (2)
Derivando la ecuacion (1) resulta
Y = c1(=§w + wp)eTETen) ¢ (—fw — wp)eTEOTwn)t
Las condiciones iniciales son
a) y(0) =y, b) y(0) = v,
Sustituyendo a) se obtiene
yo = C1e° + Cye°
Yo=Ci+C———(3)
Sustituyendo b) da
Vo = ¢y (—éw + wp)e©@ + c,(—éw — wp)e®
vy = ¢1(—¢w + wp) + cr(—éw — wp) — — — (4)
De la ecuaciéon (3) se llega a
Ci=Yo—C,———(5)
Sustituyendo (5) en (4) y despejando C, obtenemos
vy = (Vo — () (—§w + wp) + c;(—§w — wp)

vy = (¥o)(—Sw + wp) — (C3)(—$w + wp) — c;(§w + wp)
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Vo = (Vo) (—éw + wp) — (C2) 2wp) = vy + 2w, C; = (¥o)(—éw + wp)

Z(UDCZ = (yO)(_ffl) + (JJD) — vy > CZ — (yo)(_fw + (UD) — Vo

2wp
Si
w . w
wp  wfE—1
Entonces

C, =+ 1 d Yo 6
2-5[3’0( - ’—52—1>_w_0 - ——(6)

Sustituyendo la ecuacion (6) en la ecuacién (5) da
1 ¢ Vo
C=yo—=|yol1- _0
1= Yo ) lYO < 7= 1) le

_ 1 1 3 vo| 1 1 $ Vo
G =0 = 5%(1) —El—yc< o1 1) —w—Dl =5Yo +§[3’o <—,€2—_1> oy

1 1 ¢ vo| 1 $ Vo
C1—E}’0+E[J’0< r—fz—1>+w_u —EIYO<1+ '—52—1>+(D_D -—-—()

En consecuencia, si se reemplazan las ecuaciones (6) y (7) en la expresion
matematica (2), la solucion particular es

2 §2 -1 Wp 2 &2 -1 Wp

Donde

wp = w4/ €% -1

Se deja como tarea al lector, resolver el Caso Ill— amortiguamiento
subamortiguado, ¢ < 1.

167



INTRODUCCION A LA DINAMICA ESTRUCTURAL

Ejercicio 3.3 Respuesta de un sistema de un grado de libertad sin
amortiguacion, a excitacion armonica.

Instrucciones Obtenga la solucidn para la ecuacion diferencial de la respuesta de
un sistema de un grado de libertad, sin amortiguamiento, con periodo T, rigidez k,
sometido a una excitacion p(t) = acosQ it + bsinQ, t, Q, # Q,, figura 3-3a.

Y p(t) = ag)sﬂlt +bsinQ,t
:/

(a)
Figura 3-3

SOLUCION
La ecuacion de movimiento es
my +ky =p() ——-— (1)
Haciendo p(t) = acosQ,t + bsinQ, t en la ecuacion (1) se tiene
my + ky = acosQt + bsinQ, t — — — (2)

Dividiendo la ecuacién (2) entre m resulta

k 1
j+—y=— Ot +bsinQyt) ——— (3
y+my m(acosl+ sinQ, t) (3)
Si
2_k:>1_a)2
w = m k

Entonces, la ecuacion (3) pasa a ser

2
w
y+ w?y = T(acosﬂlt +bsinQ,t) — — — (4)
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La solucion de (4) es
y=yctyy )
Donde
Y. = Cicoswt + C,sinwt — — — (6)

Yp = AcosQyt + BsinQ;t + CcosQ,t + D sinQyt — — — (7)
Derivando dos veces la ecuacion (7) respecto del tiempo se obtiene

Yp = —QiAsinQqt + QB cos Q;t — Q,CsinQ,t + Q,D cos Q,t

¥, = —Q1°AcosQyt — Oy *Bsin Oyt — Q,°CcosQyt — Q2D sin Q,t — — — (8)

Sustituyendo las ecuaciones (7) y (8) en (4) se llega a

—Q0,%AcosQyt — Q2B sin Q t — Q,%CcosQ,t — Q,%D sin Q,t
2
w
+w?(AcosQ t + B sinQ;t + CcosQ,t + D sin Q,t) = % (acosQ t + bsinQ,t) — ——(9)

Agrupando términos en la expresion (9) da
(w0? — Q,%)AcosQqt + (w? — Q;%)BsinQyt + (0? — Q,%)CcosQyt
2
w
+ (a)z — QZZ)DsinQZt =7 (acosQ t + bsinQ,t) — — — (10)

Igualando coeficientes obtenemos

w?a w?a

O R T Py

(w*-*)B=0-B=0

(w?—Q,%)C=0-C=0

w?b w?b

e

Sustituyendo los valores obtenidos para A, B,C y D en la ecuacion (7), se tiene que
la solucién particular es

b

k((l)z - QZZ)

w?a

mCOSQlt +

Vp = sinQ,t———(11)

Combinando las ecuaciones (11) y (6) con la ecuacion (5) resulta
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C,coswt + Cysinwt + —2C Gt —2b Gnoye
= C1c0Sw sinwt + ———<cos —————<sin
y=h ’ k(w?2—0,2) 1 k(w2-02) 7
Cocoswt + C t+w2 ¢ Qe+ —2 inQ, t (12)
cosw sinw ——————<(0S ———<sin -——
y=1~_4 2 (0)2 le) 1 ((1)2 . sz) 2
Las condiciones iniciales son
a) y(0) =y,
b) y(0) = v,
Derivando la ecuacion (12) respecto del tiempo da
' C,sinwt + wC 4+ 0t + 22 Q,t | (13)
= —wi{Sinw wl,Co0SW SlTl ——— < CO0S
y 1 2 (0)2 1 (0)2 _ sz) 2

Aplicando la condicion a) en la ecuacion (12) se obtiene

2

_‘”_[Ll 14
=Yo X (wz_ﬂlz) (14)

a

w2
Yo =Ci + I(‘UZ

)]~
Aplicando la condicion b) en la expresion algebraica (13) da

- w? [ bQ, l c w? I bQ, l
Vo =W — || P WG =y — |/
0 2 k ((1)2 - QZZ) z 0 k ((4)2 - QZZ)
(15)

tloa]

La sustitucion de las ecuaciones (14) y (15) en la ecuacion (12) conlleva a

:{yo_w_zlﬁ]}mm{ o

Q ———=sin(}
l(wz cos 1t+(w2—92 )sm 2 l
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Ejercicio 3.4 Respuesta de un sistema de un grado de libertad amortiguado,
a excitacion armonica.

Instrucciones  Obtenga la solucion particular para la ecuacion diferencial de la
respuesta de un sistema de un grado de libertad, con amortiguamiento, sometido a
una excitacion p(t) = PycosQt, figura 3-4a.

k
% W 7> p(t) = PycosQt

c
(a)
Figura 3-4

SOLUCION
La ecuacién general para sistemas amortiguados es
my +cy +ky =pt) ——-— (1)
Si, p(t) = PycosQt, entonces la ecuaciéon (1) pasa a ser
my + cy + ky = PycosQt — — — (2)

Dividiendo la ecuacion (2) entre m y empleando los siguientes valores, se tiene

w2=£
m

P
.Uo‘*)z=_0

c
=2 >—=2
c mwé — wé

g+ Sy 2P osar
y my my—mCOS

J + 208y + w?y = pyyw?cosQt — — — (3)
La solucién particular es

Yp =AcosQt+ BsinQt — — — (4)

Derivando la ecuacién (4) dos veces con respecto al tiempo obtenemos

¥p = —QAsinQt + QBcosQt — — — (5)
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yp =— Q%AcosQt — Q*BsinQt — — — (6)

Combinando las ecuaciones (5) y (6) con la ecuacion (3) se llega a

—Q02AcosQt — O?BsinQt + 2wé (—QAsinQt + OBcosQt) + w?(A cos Qt + B sin Qt)
= pow?cosQt

Factorizando la expresion previa da

(—Q2A + 2wé0B + w?A)cosQt + (—02?B — 2wé0A + w?B)sinQt = pyw?cosQt — — — (7)

Igualando coeficientes ahora, tenemos

—0%A + 2wE0B + w?A = pyw?
—02B — 2wéQA + w?B =0—-——(8)

Factorizando en la ecuacion (8) se tiene

(w? — Q%A + 2wE0B = pyw?
—2wENA+ (w2 —0DB=0—-——(9)
Sustituyendo Q = rw en las ecuaciones (8) y (9) se obtiene
(w? —r’w?)A + 2wérwB = pyw? — — — (10)
—2wérwA + (w? —r?w?)B =0—-— — (11)
Simplificando las expresiones algebraicas (10) y (11) resulta
w?(1 —r?)A + 20w%&rB = pgw? — — — — — (12)
—2w*rA+ w?(1-r>)B=0——— — — (13)

Se multiplican las ecuaciones (12) y (13) por ﬁ lo cual conduce a
1-r)A+2&B=pg————— (14)
—2irtA+(1-1r*)B=0————— (15)

Se despeja A de la ecuacion (15).

1—r?
2¢ér

A= B————— (16)

Se reemplaza la ecuacion (16) en la ecuacion (14) y se despeja B.

)
(1—r2)<12€: >B+ZErB = Uo
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(1-1?)? B (1-1?)? B
2—&B+ZErB = Uy = IT+2&]B = lo
(1—7r%2)2%+ (2&r)? 26r

B =io=B = -- )

28r (1—r2)2+ (2&r)2

Sustituyendo la ecuacion (17) en la ecuacion (16) resulta

1—7?2 2&r B 1—7?
2ér Ho (1—-12)2+4 (2ér)2 Ho (1—7r2)2+ (2&r)?

A=
Por consiguiente, la solucion particular, que se infiere de reemplazar las expresiones
matematicas (16) y (17) en la expresion (4), es

1—1? 28r

= Qt in Qt
Yo =Mooy ez Ot TR Tz a2
Ho

T A -2 + (28r)?

[(1 = 12)cosOt + 2&r sin Qt]
C
= AcosQt + Bsin Qt = C (AcosQt + B sin Qt)

A B
yp=C (E cosQt + Esm Qt) ———(18)

Los términos A, B y C se pueden acomodar en un triangulo rectangulo, figura 3-4b.

(b)

Por trigonometria se tiene
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a=tan 11—
B

C =A%+ B?
Se reemplazan los factores precedentes en la ecuacion (18).
yp = C(sina cosQt + cos a sinQt) — — — (19)
Si se emplea la siguiente identidad trigonométrica:
sin(a + Qt) = sin a cosQt + cos a sin Ot
Entonces, la ecuacion (19) se convierte en

yp = Csin(a + Qt) = /A2 + B?sin(a + Qt) — — — (20)

Donde

(1-7r2)2 (26r)?
— 2 2
‘ j“" (=722 + &2 10 T =127 + 2P

_ to?
) j (=722 + gy 77+ (]

_ Ho® _ Ho® _ Ho
(1-=7r2)2+ @282 JA-—r)2+ @282 J(1—r2)? + (28r)?
Sea el factor de amortiguamiento

D 1
\/(1 —1r2)2 + (2¢r)?

Entonces
C = Duyg
En consecuencia,
yp = Csin(a + Qt) = yp = Dug sin(a + Qt)

Donde
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ANALISIS ESTRUCTURAL

Problemas resueltos

El libro se ha escrito con la finalidad de contribuir en el apoyo a profesores,
estudiantes y todos los interesados en general en la ensefianza y el aprendizaje del
analisis estructural, el cual representa un apartado trascendental en el area de la
Ingenieria Estructural. Esta a su vez, constituye uno de los pilares mas importantes
de la carrera de Ingenieria Civil y de otras carreras como Ingenieria Mecanica,
Ingenieria Aerondutica y Arquitectura.

Una estructura es el conjunto de elementos resistentes, convenientemente
vinculados entre si, que accionan y reaccionan bajo los efectos de las cargas; su
finalidad es resistir y transmitir cargas a otros elementos y a los apoyos, y de ese
modo garantizar su correcto funcionamiento. Los requisitos o0 exigencias basicas
gue una estructura debe cumplir son: equilibrio y estabilidad.

El énfasis de este libro es resolver de manera minuciosa y clara una gran variedad
de ejercicios sobre estructuras isostaticas e hiperestaticas, y sistemas de un grado
de libertad con amortiguacion y sin amortiguacion.

A continuacién se proporciona el enfoque seguido en el presente trabajo. La obra
se divide en tres capitulos. En el capitulo 1 se analizan estructuras isostaticas
Gnicamente, especificamente, vigas, porticos, armaduras y arcos. Esta parte
vendria siendo una introduccion al analisis estructural; se explica la forma de
calcular el grado de indeterminacion, las reacciones en los soportes, de determinar
las funciones de las fuerzas cortante y normal, y de momento flexionante empleando
el método de las secciones, de dibujar los diagramas de los elementos mecanicos,
de inferir las fuerzas en las barras con el método de los nodos, etc.

En el capitulo 2 se estudian las estructuras estaticamente indeterminadas; los
métodos que se emplean para ello son el de flexibilidades y el matricial de la rigidez,
y se aplican solo a armaduras, vigas y marcos. Finalmente, el capitulo 3 se enfoca
a la resolucion de sistemas de un grado de libertad con y sin amortiguamiento, tanto
para casos en los que la carga es nula como para los casos en los que hay
excitacion armonica.

Para mas informacion, visita la pagina de Facebook de la Biblioteca denominada
Problemario de Analisis de Estructuras en 2D y 3D



